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Вiд редакцiйної колегiї
Шановнi читачi!
Ви тримаєте в руках шостий випуск «Збiрника наукових праць фiзико-

математичного факультету ДДПУ» державного вищого навчального закладу
«Донбаський державний педагогiчний унiверситет». Видання наукових праць
викладачiв, студентiв та молодих науковцiв фiзико-математичного факуль-
тету ДДПУ започатковано у 2010 роцi, коли результати наукових дослiджень
було опублiковано окремою серiєю «Фiзико-математичнi науки» в збiрнику
наукових праць «Пошуки i знахiдки» за матерiалами науково-практичної
конференцiї «Актуальнi питання науки i освiти» (Слов’янськ, СДПУ, 20-22
квiтня 2010 р.)

Метою збiрника є пiдтримка наукової активностi як серед студентiв, так
i серед молодих викладачiв ДДПУ та iнших ВНЗ.

Основу шостого випуску збiрника складають оригiнальнi повнотекстовi
статтi (в авторськiй редакцiї) переважно iз числа доповiдей, запланованих
для участi у цьогорiчнiй Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї
«Спадщина Iвана Франка у свiтлi сьогодення», присвяченiй 160-рiччю вiд
дня народження Iвана Франка (у межах реалiзацiї науково-дослiдної про-
блеми «Перспективнi напрями сучасної науки та освiти», Слов’янськ, ДДПУ,
19-20 травня 2016 р.).

Засновники збiрника мають намiр зробити його максимально вiдкритим
як для авторiв, так i для читачiв. Вiн виходить один раз на рiк у друкованому
та електронному виглядi. Електронна версiя журналу та iнформацiя щодо
спiвпрацi з авторами є доступною на офiцiйному сайтi збiрника за адресою
http://ddpu.edu.ua/fizmatzbirnyk/begin.htm.

Запрошуємо до спiвпрацi. Наснаги та творчих успiхiв!
Члени редакцiйної колегiї.
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До 75-рiччя
Пруна Анатолiя Федоровича

 

Анатолiй Федорович народився 02 березня 1940 року (що правда, у свi-
доцтвi про народження та пiзнiше у паспортi рiк народження помилково
значився як 1941) в селi Iванiвка Куп’янського району Харкiвської областi в
родинi вчителя iсторiї середньої школи Пруна Федора Трохимовича та Прун
Полiни Iванiвни. На самому початку вiйни у 1941 роцi Федiр Трохимович
пiшов до лав Радянської Армiї та у 1943 роцi загинув на фронтi.

Навчання, освiта та пiдвищення квалiфiкацiї
Пруна Анатолiя Федоровича

з 1947 по 1951 рр. — навчання в Iванiвськiй початковiй школi;
з 1951 по 1957 рр. — навчання в Кисловськiй середнiй школi;
з 1957 по 1960 рр. — навчання в Горлiвському гiрничому технiкумi;
з 1960 по 1965 рр. — навчання на фiзико-математичному факультетi

Слов’янського педагогiчного iнституту, по закiнченню якого здобув квалi-
фiкацiю «Вчитель фiзики i працi середньої школи» та звання «Вчитель
середньої школи»;
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1967 р. — стажування на факультетi пiдвищення квалiфiкацiї при «Москов-
ському державному унiверситетi» (далi — МДУ) за спецiальнiстю «Загальна
фiзика»;
з 1971 по 1973 рр. — стажування на кафедрi магнетизму МДУ;
з листопада по липень 1983 р. — стажування на факультетi пiдвищення ква-
лiфiкацiї при МДУ за спецiальнiстю «Загальна фiзика»;
з лютого по червень 1988 р. — стажування на факультетi пiдвищення квалi-
фiкацiї при МДУ за спецiальнiстю «Загальна фiзика».

Основнi дати трудової дiяльностi
з березня по липень 1960 р. Анатолiй Федорович працював «десятником»

дiльницi вентиляцiї тресту «Калининуголь» шахти «Кондратьевка - Новая»;
з 1963 по 1964 рр. — викладачем фiзики 6-11 класiв середньої школи №29

м. Горлiвка;
з 1965 по 1970 рр. — асистентом кафедри фiзики Слов’янського педаго-

гiчного iнституту (далi — СПI);
у 1970 роцi — тимчасово виконував обов’язки заступника декана фiзико-

математичного факультету СПI;
з 1970 по 1971 рр. — старшим викладачем кафедри фiзики СПI;
з 1971 по 1973 рр. — стажером-дослiдником на кафедрi магнетизму Мос-

ковського державного унiверситету;
з 1973 по 1975 рр. — старшим викладачем кафедри фiзики СПI;
з вересня по жовтень 1975 р. виконував обов’язки заступника декана

фiзико-математичного факультету СПI;
з жовтня 1975 по 1978 рр. — завiдувачем кафедри фiзики та за сумiсни-

цтвом в.о. доцента кафедри фiзики СПI;
з листопада 1978 р. — виконував обов’язки декана фiзико-математичного

факультету та за сумiсництвом в.о. доцента кафедри фiзики СПI;
в лютому 1979 р. — призначено на посаду декана фiзико-математичного

факультету СПI;
з червня 1980 р. — за сумiсництвом переведено з посади в.о. доцента на

доцента кафедри фiзики СПI;
з лютого 1979 по лютий 1984 рр. — деканом фiзико-математичного фа-

культету СПI;
в лютому 1984 р. — переобраний на посаду декана фiзико-математичного

факультету СПI;
з лютого 1984 по лютий 1989 рр. — деканом фiзико-математичного фа-

культету СПI та за сумiсництвом доцентом кафедри фiзики СПI;
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До 75-рiччя Пруна Анатолiя Федоровича

в лютому 1989 р. — переобраний на посаду декана фiзико-математичного
факультету СПI;

з лютого 1989 по лютий 1994 рр. — деканом фiзико-математичного фа-
культету СПI та за сумiсництвом доцентом кафедри фiзики Слов’янського
державного педагогiчного iнституту (далi — СДПI);

з 1994 по 2001 рр. — доцентом кафедри фiзики СПДI;
у 2001 р. — вихiд на пенсiю та продовження роботи на посадi доцента

кафедри СДПI;
з 2001 по 2015 рр. — доцентом кафедри фiзики СДПI (з 2002 — СДПУ, а

з 2013 — ДДПУ).

Науково-педагогiчна дiяльнiсть та здобутки
Одразу пiсля закiнчення у 1965 роцi повного курсу навчання за спецiаль-

нiстю «Вчитель фiзики i працi середньої школи» Анатолiя Федоровича, як
одному з найкращих випускникiв фiзико-математичного факультету Слов’-
янського державного педагогiчного iнституту, керiвництво запропонує посаду
асистента кафедри фiзики. На цiй посадi вiн працює до 1970 року, коли йо-
му викладацький досвiд дозволяє перейти на посаду старшого викладача цiєї
ж кафедри. На високому науково-методичному рiвнi вiн веде лекцiйнi, пра-
ктичнi та лабораторнi заняття з рiзних роздiлiв курсу загальної фiзики та
теоретичної фiзики.

Паралельно з напруженою викладацькою Прун Анатолiй Федорович веде
i iнтенсивну науково-дослiдну роботу. В 1967 роцi, перебуваючи на факуль-
тетi пiдвищення квалiфiкацiї при Московському державному унiверситетi,
Анатолiй Федорович розпочинає дослiдження магнiтних властивостей мо-
ноалюмiдiв залiза, нiкелю, кобальту, твердих розчинах мiж ними пiд ке-
рiвництвом старшого наукового спiвробiтника кафедри магнетизму МДУ
Чечернiкова Вiктора Iвановича. Для вивчення парамагнiтних та дiамагнi-
тних властивостей речовин та магнiтного сприйняття слабко-магнiтних тiл
Анатолiєм Федоровичем на кафедрi фiзики СДПI було створено установ-
ку для вимiрювань. На цiй установцi виконуються дослiдження у рамках
наукової теми i студентськi науковi роботи, якими вiн керує. Для завер-
шення дослiджень за темою Анатолiй Федорович був вiдряджений на два
роки до МДУ на кафедру магнетизму стажером-дослiдником. Значний об’-
єм одержаних результатiв дослiджень, було опублiковано у рядi наукових
статей та стали основою дисертацiї на здобуття ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю «01.04.11 — фiзика магнiтних явищ»
(тема дисертацiї — «Дослiдження зсуву Найта на ядрах AL27 моноалюмiдiв
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залiза, нiкелю, кобальту та твердих розчинах мiж ними»), яку Анатолiй Фе-
дорович успiшно захистив у листопадi 1974 року на засiданнi Вченої ради
фiзичного факультету МДУ.

У 1976 роцi Анатолiй Федорович обiймає посаду завiдувача кафедри
фiзики СДПI. Як завiдувач кафедри фiзики вiн докладає значних зусиль
пiдвищенню iдейного та науково-методичного рiвня викладання, змiцненню
матерiальної бази фiзичних лабораторiй, зв’язкам з вчителями фiзики шкiл
мiста та району.

На кафедрi регулярно проводяться науково-дослiднi семiнари для вчите-
лiв шкiл мiста i саме вiн є iнiцiатором вiдкриття для учнiв мiста дворiчної
школи «Юний фiзик». Щорiчно вчителi фiзики мiста i району проходять
курси перепiдготовки з фiзики. Лабораторне обладнання кафедри дає мож-
ливiсть проводити зi студентами не лише навчальну, а й науково-дослiдну
роботу. За час його керiвництва кафедрою фiзики (з 1976 по 1978 рр.) на
кафедрi була захищена одна кандидатська дисертацiя та кiлька дисертацiй
було пiдготовлено до захисту.

З 1979 по 1994 рiк (три п’ятирiчнi термiни поспiль) Анатолiй Федорович
обiймає посаду декана фiзико-математичного факультету. Це роки дина-
мiчного розвитку фiзико-математичного факультету. Збiльшується кiлькiсть
студентiв на факультетi, з’являються новi спецiальностi, постiйно покращу-
ється професорсько-викладацький склад та матерiальна база факультету.
З 1984 року фiзико-математичний факультет переходить у новий 8-ми по-
верховий корпус. Здiйснюється переобладнання та створення нових кабiне-
тiв i лабораторiй з сучасним обладнанням та методичним забезпеченням.
Створюється лабораторiя технiчних засобiв навчання. Iстотно змiнюється
змiст навчання, розпочинається ера iнформацiйних технологiй. Поповнюють-
ся кабiнети новими навчальними посiбниками, обчислювальною технiкою,
методичним забезпеченням. Для проведення лабораторних занять з дисци-
плiни «обчислювальнi та вимiрювальнi роботи» було придбано рiзноманiтнi
вимiрювальнi прилади та обчислювальнi машини «ВК-1», «ВК-2», «Iскра»
та iншi. Для проведення занять з обчислювальної математики створюється
кабiнет з установкою малих обчислювальних машин, а згодом для занять
застосовується обчислювальна машина «Промiнь». На початку 80-х рокiв
з’являються лабораторiї комп’ютерної технiки, якi називають комп’ютерними
класами. Формується обчислювальний центр факультету.

У 1986 роцi на фiзико-математичному факультетi виникає фiзкультурне
вiддiлення, яке у наступному стане факультетом фiзичної культури.
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До 75-рiччя Пруна Анатолiя Федоровича

Крiм того, Анатолiй Федорович бере активну участь у громадському жит-
тi iнституту. Протягом багатьох рокiв є керiвником фiлософського семiнару
викладачiв кафедр факультету. Вiн є активним членом спiлки «Знання», чле-
ном наукової комiсiї СДПI. У 1989 роцi Анатолiю Федоровичу було присвоєно
вчене звання доцента «за кафедрою загальної фiзики».

По закiнченню останнього термiну перебування на посадi декана фiзико-
математичного факультету Анатолiй Федорович працює доцентом кафедри
фiзики. Протягом багатьох рокiв вiн є одним з провiдних викладачiв кафедри,
користується великою повагою студентiв, випускникiв, працiвникiв факуль-
тету.

Вiдзнаки, нагороди та подяки
1979 р. — нагороджено нагрудним знаком «Вiдмiнник народної освiти

України»;
1989 р. — нагороджено Медаллю А.С. Макаренка («За заслуги в галузi

освiти i педагогiчної науки та активну участь у громадському життi»);
2006 р. — подяка «За багаторiчну сумлiнну працю та особистий внесок у

справу пiдготовки висококвалiфiкованих фахiвцiв та в зв’язку з 65-рiччям з
дня народження»;

2010 р. — подяка «За пiдготовку команди для участi у XIX Всеукраїнсько-
му турнiрi юних фiзикiв (iз числа учнiв Слов’янського педагогiчного лiцею)»;

2011 р. — подяка «За багаторiчну сумлiнну працю та особистий внесок у
справу пiдготовки висококвалiфiкованих фахiвцiв та у зв’язку з 70-рiччям з
дня народження».

Щиросердно вiтаємо Вас, шановний Анатолiй Федорович, зi
знаменною датою у Вашому життi! Бажаємо Вам мiцного здоров’я
на довгi роки, щастя та добробуту Вашiй родинi!

С.О. Чайченко, С.М. Чуйко, О.О. Новiков, В.О. Надточiй,
М.К. Нечволод, О.П. Костiков, В.М. Ткаченко, А.З. Калiмбет,

О.М. Рябухо, В.В. Величко, Т.В. Турка, Є.С. Сiлiн,
Б.Б. Беседiн, В.С. Сьомкiн, О.В. Чуйко, О.А. Кадубовський.
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чних робiт з курсу «Оптика. Квантова фiзика» (для студентiв технологi-
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Шановному Анатолiю Федоровичу, бажаємо мiцного здоров’я на довгi
роки, щастя та добробуту Вашiй родинi!
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ЕКСТРЕМАЛЬНА ЗАДАЧА
ДЛЯ ПОТРIЙНИХ ОПЕРАТОРIВ ФЕЙЄРА

Знайденi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiдхилень потрiйних операторiв Фейє-
ра на класi iнтегралiв Пуассона, якi за природних умов забезпечують розв’язки вiдповiдної
задачi Колмогорова-Нiкольського.

Ключовi слова: ряди Фур’є, повторнi суми Фейєра, асимптотична формула.

Нехай L — множина сумовних 2π –перiодичних функцiй i

S[f ] =
a0
2
+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f ∈ L . Позначимо через Sn(f ; x) частковi суми ряду
Фур’є. Суми Валле Пуссена функцiї f ∈ L задаються спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

У випадку p = n цi полiноми називають сумами Фейєра. Нехай p1 , p2 , p3 —
довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 + p3 6 n+ 2 . Потрiйними сумами
Валле Пуссена будемо називати тригонометричнi многочлени, якi задаються
наступним спiввiдношенням

V
(3)
n,p (f ;x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
r=m−p3+1

Sr(f ; x).

c⃝Новiков О.О., Ровенська О.Г., Козаченко Ю.О., Попова К.Г., Сiдаш А.О., 2016
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У випадках p1 + p2 + p3 = n − r такi тригонометричнi полiноми будемо
називати вiдповiдними потрiйними сумами Фейєра σ

(3,r)
n,p . У випадку p3 = 1

потрiйнi оператори Фейєра спiвпадають з подвiйними σ
(2,r)
n,p , якi вивчалися у

роботi [7] та iнших.
Наслiдуючи О.I. Степанця [1], позначимо через S0

M множину функцiй
iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, i
через Cq

β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна
подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуассона, а φ ∈ S0

M .

Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд

робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй.
С.М. Нiкольський [2] показав, що для верхнiх граней вiдхилень часткових

сум Фур’є на цих класах має мiсце асимптотична формула

En(Cq
β,∞) = sup

f∈Cq
β,∞

||f(x)− Sn−1(f, x)||C =
8qn

π2

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

+O(1)
qn

n
,

де величина O(1) не залежить вiд n ∈ N . С.Б. Стечкин в роботi [3] показав,
що залишковий член цiєї формули можна подати у виглядi O(1) qn

n(1−q) , де
величина O(1) рiвномiрно обмежена вiдносно n ∈ N та q ∈ (0; 1) .

В роботi [1] О.I. Степанець отримав аналогiчну асимптотичну формулу
для класiв Cq

βHω . В.I. Рукасов та С.О. Чайченко [4] для верхнiх граней
вiдхилень сум Валле Пуссена на класах Cq

β,∞ i Cq
βHω отримали аналогiчнi

асимптотичнi формули. Зокрема, у цiй роботi показано, що

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
= sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)− Vn,p(f, x)||C =

=
4qn−p+1

πp(1− q2)
+O(1)

(
qn−p+1

p(n− p)(1− q)3
+

qn

p(1− q2)

)
. (1)

А.С. Сердюк [5] показав, що має мiсце бiльш загальна рiвнiсть нiж (1):

E
(
Cq

β,∞;Vn,p

)
=

qn−p+1

p

(
4

π2
Kp,q +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

14 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ
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де

Kp,q =

π∫
0

√
1− 2qp cos pt+ q2p

1− 2q cos pt+ q2
dt, s = s(p) =

{
1, p = 1
3, p = 2, 3, .....

В роботi [6] для верхнiх граней вiдхилень сум Фейєра отримана така асим-
птотична формула

E(Cq
1,∞;σn) = sup

f∈Cq
1,∞

||f(x)−σn(f, x)||C =
2

πn

(
2q

1− q2
+ ln

1 + q

1− q

)
+

O(1)qn

n(1− q)3
.

В роботi [7] отримана така асимптотична формула

E(Cq
1,∞, σ

(2,−1)
n,p ) =

{
4q

πp1p2(1−q2)2 +O(1)q
n−p1+qn−p2

p1p2
, q ∈ (0; 1/2];

4q2+1
πp1p2(1−q2)2 +O(1)q

n−p1+qn−p2

p1p2(1−q)5 , q ∈ (1/2; 1).

В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-
хилень тригонометричних полiномiв σ

(3,−1)
n,p на класах Cq

β,∞ для β = 1

E(Cq
1,∞, σ(3,−1)

n ) = sup
f∈Cq

1,∞

||f(x)− σ(3,−1)
n (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , Тодi для n → ∞ , pi → ∞ , i = 1, 2, 3 має
мiсце асимптотична формула

E(Cq
1,∞; σ

(3,−1)
n,p ) =

4q2(q2 + 1)

πp1p2p3(1− q2)3
+O(1)

qp1 + qp2 + qp3

p1p2p3(1− q)7
. (2)

Доведення. Застосовуючи формулу (6) роботи [8], отримуємо для
q ∈ (0; 1) , β = 1 , p1 + p2 + p3 = n+ 1

δ(3,−1)
n (f, x)

df
= f(x)− σ(3,−1)

n (f ; x) =

=
−q2

πp1p2p3

π∫
−π

f q
β(x+ t)[(1− q4) sin 2t+ 4q(q2 − 1) sin t]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)

qp1 + qp2 + qp3

p1p2p3(1− q)7
,

де f(x) = 1
π

∫ π

−π f
q
β(x+ t)P q

β(t) dt.
Враховуючи нулi функцiї ξq(t) = (1−q4) sin 2t+4q(q2−1) sin t , побудуємо

екстремальну для такого уявлення функцiю

φ(t) = sign(2(1− q2) sin t[−2q + (1 + q2) cos t]) =

Випуск №6, 2016 15
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=


+1, −π 6 t < − arccos 2q

(1+q2) ;
−1, − arccos 2q

(1+q2) 6 t < 0;

+1, 0 6 t < arccos 2q
(1+q2) ;

−1, arccos 2q
(1+q2) 6 t 6 π.

Оскiльки φ ∈ S0
M , то

E(Cq
1,∞, σ(3,−1)

n ) =

=
q2

πp1p2

π∫
−π

φ(t)((1− q4) sin 2t+ 4q(q2 − 1) sin t)

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)

qp1 + qp2 + qp3

p1p2p3(1− q)7
=

=
q2

πp1p2p3

π∫
−π

|(1− q4) sin 2t+ 4q(q2 − 1) sin t|
(1− 2q cos t+ q2)4

dt+O(1)
qp1 + qp2 + qp3

p1p2p3(1− q)7
=

=
4q2(1− q2)

πp1p2p3

arccos 2q

(1+q2)∫
0

sin t[−2q + (1 + q2) cos t]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt−

−4q2(1− q2)

πp1p2p3

π∫
arccos 2q

(1+q2)

sin t[−2q + (1 + q2) cos t]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)

qp1 + qp2 + qp3

p1p2p3(1− q)7
. (3)

Виконавши iнтегрування, знаходимо∫
sin t[−2q + (1 + q2) cos t]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt =

=
(1 + q2)

8q2
(1− 2q cos t+ q2)−2 − (1− q2)2

12q2
(1− 2q cos t+ q2)−3.

Виконавши обчислення, отримуємо

arccos 2q

(1+q2)∫
0

sin t[(1 + q2) cos t− 2q]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt−

π∫
arccos 2q

(1+q2)

sin t[(1 + q2) cos t− 2q]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt =

=
q2 + 1

(1− q2)4
.

Отже, на пiдставi формули (3) приходимо до асимптотичної формули (2).
Теорема доведена.

16 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Новiков О.О., Ровенська О.Г.,... Задача Колмогорова-Нiкольського

Лiтература
1. Степанец А.И. Решение задачи Колмогорова-Никольского для интегра-

лов Пуассона непрерывных функций // Мат. сборник. — 2001. — Т. 192,
№ 1. — С. 113–138.

2. Никольский С.М. Приближение функций тригонометрическими полино-
мами в среднем // Изв. АН СССР. Сер. мат. — 1946. — Т. 10, № 3. —
С. 207–256.

3. Стечкин С.Б. Оценка остатка ряда Фурье для дифференцируемых фун-
кций // Тр. Мат. ин-та им. В.А. Стеклова АН СССР. — 1980. — Т. 145. —
С. 126–151.

4. Рукасов В.I. Наближення аналiтичних перiодичних функцiй сумами
Валле-Пуссена /Рукасов В.I., Чайченко С.О. // Укр. мат. журн. —
2002. — Т. 54, № 12. — С. 1653–1668.

5. Сердюк А.С. Наближення iнтегралiв Пуасона сумами Валле Пуссена //
Укр. мат. журн. — 2004. — Т. 56, № 1. — С. 97–107.

6. Новiков О.О. Наближення класiв iнтегралiв Пуасона операторами Фейє-
ра / Новiков О.О., Ровенська О.Г. [та iн.] // Збiрник наукових праць
фiзико-математичного факультету ДДПУ. — 2014. — № 4. — С. 17–22.

7. Новiков О.О. Задача Колмогорова-Нiкольського для подвiйних операто-
рiв Фейєра на класах iнтегралiв Пуасона /Новiков О.О., Ровенська О.Г.,
Чабанова Є.О. [та iн.] // Збiрник наукових праць фiзико-математичного
факультету ДДПУ. — 2015. — № 5. — С. 15–19.

8. Новиков О.А. Приближение классов интегралов Пуассона r -повторными
суммами Валле Пуссена /Новиков О.А., Ровенская О.Г. // Вiсник Оде-
ського нацiонального унiверситету. Математика i механiка. — 2014. —
Т.19, вип. 3(23). — С.14–26.

9. Степанец А.И. Классификация и приближение периодических фун-
кций. — Киев: Наук. думка, 1987. — 268 с.

Novikov O., Rovenska O., Kozachenko Yu., Popova K., Sidash A.
Donbas State Teachers’ Training University, Slovians’k, Ukraine;
Donbas State Engineering Academy, Kramators’k, Ukraine.

Extreme problem for a triple of operators of Fejer
We obtain asymptotic formula for upper bounds of deviations of repeated

by Fejer sums on classes of Poisson integrals. Under certain conditions, formula
guarantee the solvability of the Kolmogorov–Nikol’skiy problem for repeated sums
of Fejer and classes of Poisson integrals.
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НАБЛИЖЕННЯ IНТЕГРАЛIВ ПУАССОНА
У РIВНОМIРНIЙ МЕТРИЦI

Отриманi розв’язки екстремальної задачi для вiдхилень потрiйних операторiв Фейєра на
класi iнтегралiв Пуассона.

Ключовi слова: ряди Фур’є, суми, асимптотичнi рiвняння.

Нехай

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— часткова сума ряду Фур’є сумовної 2π –перiодичної функцiї f . Суми Валле
Пуссена функцiї f задаються спiввiдношенням

Vn,p(f, x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f, x).

У випадку p = n такий оператор називають методом Фейєра. Нехай p1 , p2 ,
p3 — довiльнi натуральнi числа такi, що p1 + p2 + p3 6 n + 2 . Потрiйними
сумами Валле Пуссена сумовної функцiї f будемо називати тригонометричнi
многочлени, якi задаються наступним спiввiдношенням

V
(3)
n,p (f ;x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
r=m−p3+1

Sr(f ; x).

У випадках p1+ p2+ p3 = n такi тригонометричнi полiноми будемо називати
потрiйними сумами Фейєра σ

(3,0)
n,p (f ;x) . У випадку p3 = 1 потрiйнi оператори

Фейєра спiвпадають з подвiйними σ
(2,0)
n,p (f ;x) , якi вивчалися у роботi [1].

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], позначимо через S0
M множину функцiй

iстотно обмежених i таких, що мають нульове середнє значення на перiодi, i
c⃝Бодра В.I., Шулик Т.В., Рудь К.О., Чаплик А.М., Мiрошнiченко Г.I., 2016
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через Cq
β,∞ – класи неперервних 2π –перiодичних функцiй f(x) , якi можна

подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π

f q
β(x+ t)P q

β(t) dt,

в якiй P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуассона, а f q

β ∈ S0
M .

Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвячено ряд

робiт спецiалiстiв з теорiї функцiй. З бiблiографiєю до цих питань можна
ознайомитися у роботах [2]-[5]

В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для верхнiх граней вiд-
хилень тригонометричних полiномiв σ

(3,0)
n,p на класах Cq

β,∞ для β = 1

E(Cq
1,∞, σ(3,0)

n ) = sup
f∈Cq

1,∞

||f(x)− σ(3,0)
n (f, x)||C .

Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , тодi для n → ∞ , pi → ∞ , i = 1, 2, 3 має
мiсце асимптотична формула

E(Cq
1,∞;σ

(3,0)
n,p ) =

4q3(1 + q2)

πp1p2p3(1− q2)3
+O(1)

qp1 + qp2 + qp3

p1p2p3(1− q)7
. (1)

Доведення. Застосовуючи формулу (6) роботи [6], отримуємо для
p1 + p2 + p3 = n , q ∈ (0; 1) , β = 1

δ(3,0)n (f, x)
df
= f(x)− σ(3,0)

n (f ;x) =
q3

πp1p2p3
×

×
π∫

−π

f q
β(x+ t)(sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t)

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)R(3)

n ,

де R
(3)
n = qp1+qp2+qp3

p1p2p3(1−q)7 .

Враховуючи нулi функцiї ξq(t) = sin 3t − 4q sin 2t + 6q2 sin t − q4 sin t ,
побудуємо екстремальну для даного iнтегрального уявлення функцiю

φ(t) = sign(sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t) =

φ(t) = sign(ξq(t)) =



−1, −π 6 t < −arc cos 2q−(1−q2)
2 ;

+1, −arc cos 2q−(1−q2)
2 6 t < −arc cos 2q+(1−q2)

2 ;

−1, −arc cos 2q+(1−q2)
2 6 t < 0;

+1, 0 6 t < arc cos 2q+(1−q2)
2 ;

−1, arc cos 2q+(1−q2)
2 6 t < arc cos 2q−(1−q2)

2 ;

+1, arc cos 2q−(1−q2)
2 6 t 6 π,
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Оскiльки φ ∈ S0
M , то

E(Cq
1,∞, σ(3,0)

n ) =

=
q3

πp1p2

π∫
−π

φ(t)(sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t)

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)R(3)

n =

=
q3

πp1p2p3

π∫
−π

| sin 3t− 4q sin 2t+ 6q2 sin t− q4 sin t|
(1− 2q cos t+ q2)4

dt+O(1)R(3)
n =

=
2q3

πp1p2p3

arc cos 2q+(1−q2)
2∫

0

sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+

+
−2q3

πp1p2p3

arc cos 2q−(1−q2)
2∫

arc cos 2q+(1−q2)
2

sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos+q2)4
dt−

+
2q3

πp1p2p3

π∫
arc cos 2q−(1−q2)

2

sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)R(3)

n .

(2)
Виконуючи iнтегрування, знаходимо∫
sin t(4 cos2 t− 8q cos t+ (6q2 − q4 − 1))

(1− 2q cos t+ q2)4
dt = − 1

2q3
(1− 2q cos t+ q2)−1+

+
1− q2

2q3
(1− 2q cos t+ q2)−2 − (1− q2)3

6q3
(1− 2q cos t+ q2)−3.

Виконуючи елементарнi перетворення, маємо(
− 1

2q3(1− 2q cos t+ q2)
+

1− q2

2q3(1− 2q cos t+ q2)2
−

− (1− q2)3

6q3(1− 2q cos t+ q2)3

) ∣∣∣∣∣
arc cos 2q+(1−q2)

2

0

−

∣∣∣∣∣
arc cos 2q−(1−q2)

2

arc cos 2q+(1−q2)
2

+

∣∣∣∣∣
π

arc cos 2q−(1−q2)
2

=
2(1 + q2)

(1− q2)3
.

Пiдставивши в (2), отримуємо рiвнiсть (1). Теорема доведена.
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НАБЛИЖЕННЯ ПОТРIЙНИМИ СУМАМИ ФЕЙЄРА

Отриманi розв’язки екстремальної задачi для точних верхнiх меж наближень потрiйними
операторами Фейєра на класi iнтегралiв Пуассона.

Ключовi слова: ряди Фур’є, повторнi суми Фейєра, асимптотична формула.

Нехай

Sn(f ;x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

— часткова сума ряду Фур’є сумовної 2π –перiодичної функцiї f . Нехай
p1 + p2 + p3 = n− 1 . Потрiйними сумами Фейєра функцiї f будемо називати
тригонометричнi многочлени, якi задаються наступним спiввiдношенням [3]

σ
(3,1)
n,p (f ;x) =

1

p1

n−1∑
k=n−p1

1

p2

k∑
m=k−p2+1

1

p3

m∑
r=m−p3+1

Sr(f ;x).

Наслiдуючи О.I. Степанця [1], через Cq
β,∞ – класи неперервних 2π –перiодич-

них функцiй f(x) , якi можна подати у виглядi згортки

f(x) = A0 +
1

π

∫ π

−π

φ(x+ t)P q
β(t) dt,

де P q
β(t) =

∞∑
k=1

qk cos(kt+ βπ
2 ) – ядро Пуассона, а через φ ∈ S0

M позначається

множина функцiй iстотно обмежених одиницею i таких, що мають нульове
середнє значення на перiодi.

Питанням наближення класiв Cq
β,∞ лiнiйними методами присвяченi ро-

боти вiдомих спецiалiстiв з теорiї функцiй. З бiблiографiєю до цих питань
можна ознайомитися у роботах [1]–[3].

В данiй роботi отриманi асимптотичнi формули для величин

E(Cq
1,∞, σ(3,0)

n ) = sup
f∈Cq

1,∞

||f(x)− σ(3,0)
n (f, x)||C .

c⃝Новiков О.О., Стьопкiн А.В., Волик С.В., Сипчук Є.Ю., 2016
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Теорема 1. Нехай q ∈ (0; 1) , тодi для n → ∞ , pi → ∞ , i = 1, 2, 3 має
мiсце асимптотична формула

E(Cq
1,∞;σ

(3,1)
n,p ) =

4q4(1 + q2)

πp1p2p3(1− q2)3
+O(1)R(3)

n , (1)

де R
(3)
n = qp1+qp2+qp3

p1p2p3(1−q)7 .

Доведення. Застосовуючи формулу (6) роботи [3], отримуємо для
q ∈ (0; 1) , β = 1 , p1 + p2 + p3 = n− 1

δ(3,1)n (f, x)
df
= f(x)− σ(3,1)

n (f ;x) =
−q4

πp1p2p3
×

×
π∫

−π

f q
β(x+ t)(sin 4t− 4q sin 3t+ 6q2 sin 2t− 4q3 sin t)

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+O(1)R(3)

n , (2)

де f q
β(x) така, що

f(x) =
1

π

∫ π

−π

f q
β(x+ t)P q

β(t) dt.

Враховуючи, що функцiя

ξq(t) = 4 sin t[2 cos3 t− 4q cos2 t+ [3q2 − 1] cos t+ q − q3];

для будь-якого q ∈ (0; 1) змiнює знак у точках t = 0 , t = ±π ; t = ± arccos q ;

t = arccos
q±
√

2−q2

2 i виконується умова

arccos
q +

√
2− q2

2
6 arccos q 6 arccos

q −
√

2− q2

2
,

побудуємо функцiю, яка замiсть f q
β(x) забезпечує найбiльше значення голов-

ного члена iнтегрального уявлення (2). Маємо

φ(t) = sign(ξq(t)) =



+1, −π 6 t < − arccos
q−
√

2−q2

2 ;

−1, − arccos
q−
√

2−q2

2 6 t < −arc cos q;

+1, −arc cos q 6 t < − arccos
q+
√

2−q2

2 ;

−1, − arccos
q+
√

2−q2

2 6 t < 0;

+1, 0 6 t < arccos
q+
√

2−q2

2 ;

−1, arccos
q+
√

2−q2

2 6 t < arccos q;

+1, arc cos q 6 t < arccos
q−
√

2−q2

2 ;

−1, arccos
q−
√

2−q2

2 6 t 6 π.
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Оскiльки φ ∈ S0
M , то

E(Cq
1,∞;σ

(3,1)
n,p ) = sup

f∈Cq
1,∞

||δ(3,1)n,p (f ; x)|| =

=
8q4

πp1p2p3

π∫
0

| sin t[2 cos3 t− 4q cos2 t+ [3q2 − 1] cos t+ q − q3]|
(1− 2q cos t+ q2)4

dt+O(1)R(3)
n =

=
8q4

πp1p2p3

arccos
q+

√
2−q2

2∫
0

sin t[2 cos3 t− 4q cos2 t+ [3q2 − 1] cos t+ q − q3]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt−

− 8q4

πp1p2p3

arccos q∫
arccos

q+
√

2−q2

2

sin t[2 cos3 t− 4q cos2 t+ [3q2 − 1] cos t+ q − q3]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt−

+
8q4

πp1p2p3

arccos
q−

√
2−q2

2∫
arccos q

sin t[2 cos3 t− 4q cos2 t+ [3q2 − 1] cos t+ q − q3]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt−

− 8q4

πp1p2p3

π∫
arccos

q−
√

2−q2

2

sin t[2 cos3 t− 4q cos2 t+ [3q2 − 1] cos t+ q − q3]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt+

+O(1)R(3)
n . (3)

Виконуючи iнтегрування, знаходимо

J(t; q) =

∫
sin t[2 cos3 t− 4q cos2 t+ [3q2 − 1] cos t+ q − q3]

(1− 2q cos t+ q2)4
dt =

=
−1

8q4
ln(1− 2q cos t+ q2)− 3− q2

8q4(1− 2q cos t+ q2)
+

+
(1− q2)(3− q2)

16q4
(1− 2q cos t+ q2)−2 +

(q2 − 1)3

24q4
(1− 2q cos t+ q2)−3.

Тодi на пiдставi (3)

E(Cq
β,∞;σ

(3,1)
n,p ) =

8q4

πp1p2p3
[2J(arccos

q +
√

2− q2

2
)+

+2J(arccos
q +

√
2− q2

2
)− J(0)− 2J(q)− J(π)] +O(1)R(3)

n . (4)
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Виконуючи обчислення, маємо

J(t; q)

∣∣∣∣∣
arccos

q+
√

2−q2

2

0

+

∣∣∣∣∣
arccos q

arccos
q+

√
2−q2

2

+

∣∣∣∣∣
arccos

q−
√

2−q2

2

arccos q

+

∣∣∣∣∣
π

arccos
q−

√
2−q2

2

=
1 + q2

2(1− q2)3
.

Тодi на пiдставi (4) отримуємо рiвнiсть (1). Теорема доведена.
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The approach of triple sums Fejer
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СКIНЧЕННI ЛАНЦЮГОВI ГАУСОВI ДРОБИ

У статтi розглядається можливiсть представлення довiльного комплексного числа у ви-
глядi ланцюгових гаусових дробiв. Автори сформулювали твердження, що рацiональнi
гаусовi числа i тiльки вони представляються у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового
дробу.

Ключовi слова: гаусовi числа, алгоритм Евклiда, ланцюговi дроби гаусових чисел.

Вступ
В теорiї чисел широке застосування знайшли ланцюговi дроби. Вони вико-

ристовуються для представлення дiйсних чисел, при розв’язуваннi дiофанто-
вих рiвнянь, при наближених обчисленнях рацiональних дробiв, квадратних
коренiв та iн. [5]. Так як дiофантовi рiвняння можна застосовувати для лi-
нiйного представлення найбiльшого спiльного дiльника двох чисел, то можна
говорити про застосування ланцюгових дробiв при вирiшеннi таких задач.
Основним пiдґрунтям для побудови ланцюгового дробу рацiонального числа
є iснування алгоритму Евклiда в кiльцi цiлих чисел. В свою чергу, алгоритм
Евклiда iснує в довiльному евклiдовому кiльцi [4].

Оскiльки кiльце цiлих гаусових чисел Z[i] є евклiдовим [3], то природно
виникають питання 1) про можливiсть аналогiчного представлення елементiв
поля часток Z[i] , а, можливо, i довiльних комплексних чисел, у виглядi лан-
цюгових дробiв, 2) про властивостi такого аналогу ланцюгових дробiв, 3) про
застосування таких дробiв. В данiй статтi вводиться поняття ланцюгового
гаусового дробу та розглядається питання про представлення елементiв поля
часток Z[i] у виглядi таких дробiв.

Основна частина
Зауважимо, що довiльна частка цiлих гаусових чисел є комплексне число

з рацiональними коефiцiєнтами:

a+ bi

c+ di
=

ac+ bd

c2 + d2
+

ad+ bc

c2 + d2
i.

c⃝Пащенко З.Д., Вагнер Г.О., 2016
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З iншого боку довiльне комплексне число з рацiональними коефiцiєнтами
представляється у виглядi частки цiлих гаусових чисел:

a1
a2

+
b1
b2
i =

a1b2 + b1a2i

a2b2
.

Тому полем часток Z[i] буде поле Q[i] . Назвемо числа цього поля гаусовими
дробами або рацiональними гаусовими числами.

Нагадаємо означення евклiдового кiльця. Область цiлiсностi K (кому-
тативне кiльце з одиницею без дiльникiв нуля) називається евклiдовим
кiльцем, якщо iснує таке вiдображення δ : K−0 → N0 , (воно називається
нормою) яке задовольняє умовам:

1. δ(ab) > δ(a),∀a, b ̸= θ ∈ K

2. ∀a, b ∈ K, b ̸= θ ∃q, r ∈ K , що
a) a = bq + r ,
б) δ(r) < δ(b) або r = θ .

Виконання умови 2) найчастiше називають теоремою про дiлення з остачею.
Якщо в областi цiлiсностi Z[i] обрати норму δ(a + bi) = a2 + b2 , то Z[i]

задовольняє означенню евклiдового кiльця [1]. Зауважимо, що для довiльних
комплексних чисел

δ(z) = |z|2, δ(z1z2) = δ(z1)δ(z2), δ(
z1
z2
) = δ(z1)

δ(z2)
,

δ(z) = 0 ⇔ z = 0, δ(z) < n ⇐⇒ |z| <
√
n, δ(z) 6 1 ⇐⇒ |z| 6 1 .

Цiла [z] та дробова {z} частини комплексного числа z = s + ti обчис-
люються таким чином, щоб [z] було найближчим цiлим гаусовим числом до
числа z , a {z} = z−[z] . Тодi z = [z]+{z}, [z] ∈ Z[i] i δ({z}) 6 1

2 . В залежно-
стi вiд значень s i t , цiла частина [z] може мати значення [s]+[t]i , [s]+1+[t]i ,
[s] + ([t] + 1)i , [s] + 1 + ([t] + 1)i .

Коротко опишемо алгоритм дiлення числа α = a+ bi на число β = c+di
з остачею в Z[i] . Вiн полягає в пiдборi q як цiлої частини α

β та обчисленнi
r = α− βq .

Тодi r
β є дробовою частиною α

β i δ( rβ ) 6
1
2 , звiдки δ(r) 6 1

2δ(β) < δ(β) .

Дрiб вигляду q0 +
1

q1+
1

q2+
1...

,

де qk ∈ Z[i] ,k = 0, 1, 2, ... , будемо називати ланцюговим гаусовим
дробом. Такий дрiб позначається [q0; q1, q2, q3, ...] .

Розглянемо скiнченнi ланцюговi гаусовi дроби [q0; q1, q2, q3, ..., qs] s -
го порядку. Зрозумiло, що qs ̸= 0 . Зауважимо, що кожний ланцюговий дрiб
[q0; q1, q2, q3, ...] можна привести до рiвнозначного, у якого нульовим може
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бути лише перший коефiцiєнт. Для позбавлення вiд нульового коефiцiєнту
застосовуються деякi перетворення, якi ми опишемо.

Якщо α = [q0; q1, q2, ...] , то α = [q0; q1, q2, ..., qk−1, β] , де β = [qk, qk+1, ...] .
Тодi ∀k > 0 маємо: [qk, 0, qk+2, qk+3, qk+4, ...] = [qk + qk+2, qk+3, qk+4, ...] ;
[0, 0, qk+2, qk+3, qk+4, ...] = [qk+2, qk+3, qk+4, ...] .

Тобто,
1) якщо ланцюговий дрiб α мiстить один нульовий коефiцiєнт qk+1 = 0 мiж

ненульовими qk , qk+2 , то три коефiцiєнти замiнюються одним qk+ qk+2 ,
2) якщо ланцюговий дрiб α мiстить два сусiднiх нульових коефiцiєнти, то

цi коефiцiєнти вилучаються.
Застосовуючи цi два перетворення, довiльний ланцюговий дрiб α може

бути приведений до вигляду α = [t0, t1, t2, ...] , tj ̸= 0 , j = 1, 2, ... .
Не можна позбутися нульового коефiцiєнту t0 = 0 , якщо t1 ̸= 0 , бо до

цього випадку не можна застосувати жодного з описаних перетворень.

1) Скiнченний ланцюговий гаусiв дрiб 0-го порядку α = [q0] = q0 ∈ Z[i] .
Якщо α = [q0; q1] — скiнченний ланцюговий дрiб 1-го порядку, то
α = q0 +

1
q1
= q0q1+1

q1
∈ Q[i] .

2) Припустимо, що довiльний скiнченний гаусовий дрiб (s− 1) -го порядку
представляється у виглядi гаусового дробу a′

b′ ∈ Q[i] .

Нехай α = [q0; q1, q2, q3, ..., qs] , qi ̸= 0, i = 1, 2, 3, ...– скiнченний ланцюго-
вий гаусiв дрiб s -го порядку. Тодi, за припущенням, скiнченний ланцюговий
гаусiв дрiб (s − 1) -го порядку [q1; q2, q3, ..., qs] представляється у виглядi
гаусового дробу a′

b′ , причому його цiла частина q1 ̸= 0 , тому a′ ̸= 0 , а також

α = q0+
1

q1+
1...+ 1
qs

= q0+
1

[q1;q2,...,qs]
= q0+

1
a′
b′
= q0+

b′

a′ =
q0a

′+b′

a′ = a
b ∈ Q[i] .

Отже, нами одержано

Твердження 1. Довiльний скiнченний ланцюговий гаусовий дрiб представ-
ляється у виглядi гаусового дробу a

b .

Зауваження 1. Ми також одержали залежнiсть чисельника a i
знаменника b скiнченного ланцюгового гаусового дробу s -го порядку
α = [q0; q1, q2, q3, ..., qs] вiд чисельника a′ i знаменника b′ скiнченного лан-
цюгового гаусового дробу α = [q1; q2, q3, ..., qs] (s − 1) -го порядку, яка вира-
жається формулами: a = q0a

′ + b′ , b = a′ .

З iншого боку, довiльне рацiональне гаусове число може бути представ-
лене у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового дробу. Це представлення
може бути одержане за допомогою алгоритму Евклiда.

28 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Пащенко З.Д., Вагнер Г.О. Ланцюговi гаусовi дроби

Нехай α = a
b , a, b ∈ Z[i], b ̸= 0 . Застосуємо до a i b алгоритм Евклiда.

Нехай вiн має остачi вiд послiдовного дiлення r0, r1, r2, ..., rk, rk+1 = 0 , а його
неповнi частки q0, q1, q2, ..., qk, qk+1 . Тодi маємо наступне:

1. a = bq0 + r0, δ(r0) 6 1
2δ(b), 1. a

b = q0 +
r0
b = q0 +

1
b
r0

, δ( b
r0
) > 2

q0 = [ab ]

2. b = r0q1 + r1, δ(r1) 6 1
2δ(r0), 2. b

r0
= q1 +

r1
r0
= q1 +

1
r0
r1

, δ(r0r1 ) > 2

q1 = [ br0 ]

3. r0 = r1q2 + r2, δ(r2) 6 1
2δ(r1), 3. r0

r1
= q2 +

r2
r1
= q2 +

1
r1
r2

, δ(r1r2 ) > 2

q2 = [r0r1 ]

k + 1. rk−2 = rk−1qk + rk, k + 1. rk−2

rk−1
= q2 +

1
rk−1
rk

, δ(rk−1

rk
) > 2

δ(rk) 6 1
2δ(rk−1), qk = [rk−2

rk−1
]

k. rk−1 = rkqk+1 + θ, qk+1 = [rk−1

rk
]. k. rk−1

rk
= qk+1.

Зауважимо, що δ( b
r0
) > 2 , δ(

rj−1

rj
) > 2 , j = 1, 2, ... . Тобто модуль цих

комплексних чисел не менше
√
2 . Отже, вони знаходяться на комплекснiй

площинi за межами кола з центром в початку координат i радiусом
√
2 ,

включаючи саме коло. Оскiльки неповнi частки qj, j = 1, 2, ... знаходяться
як цiлi частини вiд чисел, що знаходяться в цiй областi, то найменша норма
цих неповних часток буде 1. Ця норма досягається на числах 1, i,−1,−i .
Взагалi, всi значення qj, j = 1, 2, ... знаходяться за межами квадрата цiлих
гаусових чисел з вершинами ±1±i , тобто можуть приймати довiльнi, вiдмiннi
вiд нуля, значення ( qj ̸= 0, j = 1, 2, ... ) в кiльцi Z[i] .

Поступова пiдстановка виразiв iз правої частини (аналiзу) алгоритму Ев-
клiда дає наступний i теоретичний, i практичний результат:

a

b
= q0 +

1

q1 +
1

...+ 1

qk+
1

qk+1

= [q0; q1, q2, ..., qk+1] −

довiльне рацiональне гаусове число α = a
b , a, b ∈ Z[i], b ̸= 0 може бути

представлене у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового дробу, який скла-
дається iз неповних часток алгоритму Евклiда, застосованого до a i b .

Таким чином маємо
Твердження 2. Рацiональнi гаусовi числа i тiльки вони представляються
у виглядi скiнченного ланцюгового гаусового дробу.

Для довiльного комплексного числа z можна розглядати процес посту-
пового видiлення цiлої частини цього числа та чисел, обернених до дробової
частини попереднього: q0 = [z]; {z} ̸= 0,
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z1 =
1

{z} , q1 = [z1], {z1} ≠ 0 , z2 =
1

{z1} , q2 = [z2], {z2} ̸= 0, ...

Тодi z = [q0; q1, q2, ...] .
Якщо ∃zs , що {zs} = 0 , то z = [q0; q1, q2, ..., qs] ∈ Q[i] .

Твердження 3. Довiльне комплексне число можна представити у виглядi
ланцюгового гаусового дробу.

Висновки
Отримане твердження дає позитивну вiдповiдь на поставлене в цiй роботi

питання. Аналiзуючи перспективи продовження даного дослiдження, цiкаво
одержати вiдповiдь на питання про однозначнiсть представлення довiльного
комплексного числа у виглядi ланцюгових гаусових дробiв, про властивостi
пiдхiдних дробiв ланцюгових гаусових дробiв, про застосування ланцюгових
гаусових дробiв. В межах даної статтi не розглядалися пiдхiднi дроби лан-
цюгових гаусових дробiв та рекурентнi формули для обчислення чисельникiв
та знаменникiв цих дробiв. Та зазначене зауваження 1 дає право сподiва-
тись, що цi рекурентнi формули будуть спiвпадати з такими формулами для
ланцюгових дробiв цiлих чисел.
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Gaussian finite continued fraction
The article deals with the possibility of representing arbitrary complex

numbers as Gaussian continued fractions. The authors formulated a statement
that the Gaussian rational numbers, and only them are presented as a Gaussian
finite continued fraction.
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ПЕРЕРАХУВАННЯ
ДВОКОЛЬОРОВИХ ХОРДОВИХ O -ДIАГРАМ РОДУ 1,
ЯКI МАЮТЬ ОДИН ЧОРНИЙ (АБО СIРИЙ) ЦИКЛ,

ВIДНОСНО ДIЇ ЦИКЛIЧНОЇ ТА ДIЕДРАЛЬНОЇ ГРУП

Для натуральних n > 3 встановлено формули пiдрахунку числа нееквiвалентних 2 -
кольорових хордових O -дiаграм (з n хордами), якi мають лише один чорний (сiрий)
та (n− 2) сiрих (вiдповiдно чорних) циклiв вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n ).
Крiм того, для початкових 3 6 n 6 10 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та
нееквiвалентнi дiаграми iз зазначених класiв, а для 3 6 n 6 40 — точнi значення числа
неiзоморфних та вiдповiдно нееквiвалентних таких дiаграм.

Ключовi слова: 2 -кольорова хордова O -дiаграма з n хордами, род дiаграми, цикл
дiаграми, група дiедра.

Вступ
Добре вiдомо, що хордовi дiаграми ефективно використовують в багатьох

галузях науки, зокрема математицi (топологiї, теорiї вузлiв), фiзицi, бiологiї,
генетицi тощо.

Нагадаємо, що хордовою дiаграмою порядку n або, коротко, n -дiагра-
мою називають конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на
ньому (якi є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають
вказанi точки. Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна
одержати з iншої в результатi повороту. Дiаграми називають еквiвалентними,
якщо їх можна сумiстити за допомогою повороту, дзеркального вiдбиття, або
ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових n -дiаграм (вiдносно дiї цик-
лiчної групи порядку 2n та дiедральної групи порядку 4n ) займалась цiла
низка вiдомих математикiв та сучасникiв, зокрема автори робiт [10], [8], [3],
[7], [2], [9], [6], [1]. Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвален-
тних n -дiаграм були повнiстю розв’язанi в роботах [7], [2], [9], [6].

c⃝Кадубовський О.А., Баляса Н.П., 2016
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Слiд вiдзначити, що вперше число хордових n -дiаграм фiксованого роду
g було пiдраховано ще у 1972 р. в [10], бiльш елегантну рекурентну формулу
для пiдрахунку числа таких дiаграм було встановлено у 1986 р. в [3]. Проте,
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних планарних (роду 0 ), торої-
дальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m було
встановлено лише у 2000 р. в роботi [2]. Iншi результати, крiм зазначених
випадкiв, авторам статтi є невiдомими.

Крiм того, слiд констатувати, що одержання явних формул для пiдрахун-
ку числа неiзоморфних (а тому i нееквiвалентних), зокрема двокольорових,
n -дiаграм фiксованого роду виявилося досить складною задачею i в загаль-
ному випадку до сьогоднi нерозв’язаною проблемою.

Для двокольорових дiаграм найбiльш вагомими є наступнi результати:
задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних O - i N -

дiаграм (вiдповiдно) повнiстю розв’язано в роботi [13];
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -

дiаграм (вiдповiдно N -дiаграм), якi мають точно один цикл певного кольору
(чорний або ж сiрий) одержано в [14] та вiдповiдно в [15];

формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (з n хордами) було встановлено у 2000 р. в [1]; проте питання
про узагальнення цiєї задачi на випадок фiксованого числа чорних (або ж
сiрих) циклiв було повнiстю розв’язано лише у 2014 р. в [16];

задача про пiдрахунок числа неiзоморфних O -дiаграм максимального ро-
ду (з одним чорним та одним сiрим циклом) була розв’язана у 2006 р. в [12],
а про число нееквiвалентних таких дiаграм — лише у 2015 р. в [17].

Навiть для випадку O -дiаграм (з n хордами) фiксованого роду g > 1
(крiм O -дiаграм максимального роду), якi мають точно один чорний (або ж
сiрий) цикл питання залишається вiдкритим.

Встановленню формул для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiва-
лентних O -дiаграм роду g = 1 , якi мають точно один чорний (або ж сiрий)
цикл й присвячена дана стаття.

1. Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому (що є вершинами правильного
2n -кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i сi-
рий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном — рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.
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Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хор-
ди, що сполучає вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 1 c), b) .

Означення 3. «Чорним» («сiрим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (сiрих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− c) .

  

 

 

)a  )b  )c  
 

 

 

 

Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 сiрих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 сiрих та 3 чорних циклiв

Якщо проiгнорувати колiр, то кожен чорний (сiрий) цикл 2 -кольорової O -
дiаграми спiвпадає з вiдповiдним циклом непофарбованої дiаграми. Тодi нас-
лiдуючи [2], природнiм чином визначається рiд O -дiаграми, а саме

Означення 4. Родом 2 -кольорової O -дiаграми будемо називати цiле число
g , яке визначається рiвнiстю

g =
n+ 1− λ

2
, (1)

де λ — сумарне число чорних i сiрих циклiв дiаграми.

Означення 5. Множину O -дiаграм з n хордами (побудованих на 2 -кольо-
ровому 2n -шаблонi), якi мають точно 1 чорний та k сiрих циклiв будемо
позначати ℑO

1,k;n .

Зауваження 1. З урахуванням рiвностi (1) та введених позначень, дiа-
грами з класу ℑO

1,n−2;n є O -дiаграмами (з n хордами) роду 1. Тобто, для
O -дiаграм роду 1 з одним чорним (або ж сiрим) циклом число k сiрих (вiд-
повiдно чорних) циклiв визначається однозначно i становить k = n− 2 .
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2. Основна частина
2.1. Число дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n

Приклад 1. При n = 3 iснує єдина дiаграма з класу ℑO
1,1;3 – рис. 2 a) ;

при n = 4 — п’ять дiаграм з класу ℑO
1,2;4 – рис. 2 b) .

 

  

 

  

  )a    

     

)b  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2: a) єдина дiаграма з класу ℑO
1,1;3 , b) всi дiаграми з класу ℑO

1,2;4

Лема 1. Число d(n) дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n можна знайти за формулою

d(n) = C4
n+1 =

(n− 2) · (n− 1) · n · (n+ 1)

24
. (2)

Доведення. За визначенням кожна дiаграма з класу ℑO
1,n−2;n має точно

1 чорний та n − 2 сiрих циклiв. Очевидно, що кожен з (n − 2) сiрих цик-
лiв мiстить щонайменше 1 сiру дугу, решта (2 сiрi дуги) можуть потрапити
або до 2 рiзних циклiв та сформувати точно два 2-цикли, або ж до одного
циклу сформувавши точно один 3-цикл. Таким чином, всi O -дiаграми (з n
хордами) якi мають (n−2) сiрi цикли можна умовно роздiлити двi множини:

перша множина дiаграм характеризується наявнiстю точно двох 2-циклiв
та (n− 4) 1-циклiв – рис. 3 a), b) ;

друга множина дiаграм — наявнiстю точно одного 3-циклу та (n − 3)
1-циклiв – рис. 3 c), d) .

Проте:
1) якщо хорди, якi утворюють два 2-цикли не перетинаються (так, як це
показано на рис. 3 b) ), то така дiаграма має точно три чорнi цикли, i тому
не належить класу ℑO

1,n−2;n ;
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2) якщо хорди, якi утворюють єдиний 3-цикл не перетинаються (так, як це
показано на рис. 3 d) ), то така дiаграма також має точно три чорнi цикли, i
тому не належить класу ℑO

1,n−2;n .

)a  )b  )c  )d  

 

Рис. 3: a), b) — два можливi типи O -дiаграм (з n хордами), якi мають два сiрi 2-цикли
та (n−4) сiрих 1-циклiв, c), d) — два можливi типи O -дiаграм (з n хордами), якi мають

один сiрий 3-цикл та (n− 3) сiрих 1-циклiв

З урахуванням зазначеного, всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n можна роздiли-

ти на два характеристичнi пiдкласи A i B , а саме:
дiаграми з множини A характеризуються наявнiстю точно (n− 4) сiрих

1-циклiв та двох сiрих 2-циклiв, утворених хордами, що перетинаються – рис.
3 a) , а

дiаграми з множини B — наявнiстю точно (n − 3) сiрих 1-циклiв та
одного сiрого 3-циклу, утвореного хордами, що перетинаються – рис. 3 c) .

Очевидно, що кожна дiаграма з пiдкласу A однозначно визначається ви-
бором 4-ох (з n ) сiрих дуг, i тому |A| = C4

n ;
так само, кожна дiаграма з пiдкласу B однозначно визначається вибором

3-ох (з n ) сiрих дуг, i тому |B| = C3
n .

Таким чином
∣∣ℑO

1,n−2;n

∣∣ = |A|+ |B| = C4
n + C3

n = C4
n+1. 2

Зауваження 2. Як з’ясувалося, для натуральних n = n′ + 1 початковi
значення величини d(n) =

∣∣ℑO
1,n−2;n

∣∣ спiвпадають зi значеннями величини
SH(n

′;n′ − 1) — «Hultman number» [4] (послiдовнiсть A164652 в [11]).

Бiльше того, з урахуванням результатiв роботи [17], має мiсце

Теорема 1. [17] Для натуральних g та n > 2g + 1 має мiсце рiвнiсть∣∣ℑO
1,n−2g;n

∣∣ = SH (n− 1;n− 2g) , (3)

а величину SH (n− 1;n− 2g) можна обчислити так, як це зроблено в [4]
(Theorem 14) або ж в [5] (Theorem 4.1).
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2.2. Iлюстративнi приклади до числа нееквiвалентних дiаграм з
класу ℑO

1,n−2;n для початкових n

Нижче для натуральних n = 5; 6; 7; 8 в явному виглядi наведено всi неi-
зоморфнi дiаграми з вiдповiдних класiв ℑO

1,n−2;n .
 

   

1 2 3 

 

Рис. 4: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,3;5

 

    

1 2 3 4 

 

 

  

5  6 7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,4;6

 

     

1 2 3 4 5 

     

6 7 8 9 10 

 

Рис. 6: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,5;7
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1 2 3 4 5 

 

6 7 8 9  

 

10 11 12 13  

 

14 15 16 17  

 

 Рис. 7: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,6;8

Не важко бачити, що:
у випадку n = 5 (рис. 4 вище) всi неiзоморфнi (вiдносно повороту)

дiаграми є також i нееквiвалентними (вiдносно дiї дiедральної групи);
у випадку n = 6 (рис. 5) серед 7 неiзоморфних дiаграми 6 i 7 є еквiва-

лентними, а тому iснує лише 7− 2 + 1 = 6 нееквiвалентних дiаграм з класу
ℑO

1,4;6 ;
у випадку n = 7 (рис. 6) серед 10 неiзоморфних дiаграми 7 i 8 та 9

i 10 є еквiвалентними, а тому iснує лише 10 − 4 + 2 = 8 нееквiвалентних
дiаграм з класу ℑO

1,5;7 ;
у випадку n = 8 (рис. 7) серед 17 неiзоморфних дiаграми 10 i 11 , 12 i

13 , 14 i 15 та 16 i 17 є еквiвалентними, а тому iснує лише 17− 8 + 4 = 13
нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,6;8 .
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Математика

2.3. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n

За лемою Бернсайда (див. напр. [2], [13], [14]) число d∗(n) неiзоморфних
(нееквiвалентних вiдносно дiї циклiчної групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n мо-
жна знайти за допомогою спiввiдношення

d∗(n) =
1

n

d(n) +
∑

i|n, i̸=n

ϕ
(n
i

)
· ρ (n, i)

 , (4)

де d(n) =
∣∣ℑO

1,n−2;n

∣∣ ; ϕ(q) — функцiя Ейлера (кiлькiсть натуральних менших
за q чисел, взаємнопростих iз ним), а ρ (n, i) — число тих дiаграм з класу
ℑO

1,n−2;n , якi самосумiщуються при поворотi (за годинниковою стрiлкою) на
кут ω(n, i) = 2π

2n · 2i = 2π · i
n .

Очевидно, що для дiльникiв i ̸= n числа n кут ω(n, i) 6 π . Бiльше того,
поклавши j = n

i , спiввiдношення (4) можна подати у виглядi

d∗(n) =
1

n

d(n) +
∑

j|n, j ̸=1

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (5)

де ρ
(
n, nj

)
— число тих дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n , якi самосумiщуються при

поворотi (за годинниковою стрiлкою) на кут ω
(
n, nj

)
= 2π

j .

Теорема 2. Для натуральних n > 3 число d∗(n) неiзоморфних (нееквi-
валентних вiдносно дiї циклiчної групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n можна
обчислити за формулами

d∗(n) =
1

n

C4
n+1 +

∑
j|n,

j∈{2,3,4}

ϕ(j) · ρ
(
n, nj

) , (6)

ρ
(
n, n2

)
=

n(n− 2)

8
, ρ

(
n, n3

)
=

n

3
, ρ

(
n, n4

)
=

n

4
. (7)

Доведення. Як було показано вище, всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n подiля-

ються на два характеристичнi пiдкласи A (рис. 8 a), b) ) i B (рис. 8 c) ).
Дiаграми з пiдкласу B самосумiщуються при поворотi на певний кут

ω
(
n, nj

)
=

2π

j
, j ∈ {2, ..., n} (8)

лише за умов, коли n дiлиться на 3, а поворот здiйснюється на кут кратний
куту ω = 2π

3 (при j = 3 ) — рис. 8 c) .
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Для n = 3k число таких дiаграм становить C1
k , або, що теж саме, для

цiлих n
3 число зазначених дiаграм становить ρ

(
n, n3

)
= C1

n
3
= n

3 .
 

 

 

 

 

 

)a   )b   )c  

 

 Рис. 8: всi типи дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , якi самосумiщуються при поворотi на кути

π
2

, π та 2π
3

вiдповiдно

Дiаграми з пiдкласу A самосумiщуються при поворотi на певний кут (8)
лише за умов, коли n дiлиться на 4 або ж на 2 . Причому:

в першому випадку поворот здiйснюється на кут кратний куту ω = π
2

(при j = 4 ) — рис. 8 a) ,
в другому випадку — на кут кратний куту ω = π (при j = 2 ) — рис. 8 b) .

Крiм того, не важко перевiрити, що:
в першому випадку для n = 4k число вiдповiдних дiаграм становить C1

k ;
звiдки для цiлих n

4 число зазначених дiаграм становить ρ
(
n, n4

)
= n

4 ,
в другому випадку для n = 2k число вiдповiдних дiаграм також

становить C1
k ; звiдки для цiлих n

2 число зазначених дiаграм становить
ρ
(
n, n2

)
= n

2 . �
2.4. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n

Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [2], [13], [14]), не важко вста-
новити, що число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи)
дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n можна визначити за допомогою спiввiдношення

d∗∗n =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (9)

де d∗(n) — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n ,

S(n) =

{
s0(n), n = 2m+ 1
1
2(s1(n) + s2(n)), n = 2m,

(10)

s0(n) – число тих дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та
сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону;
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s1(n) ( s2(n) ) –– число тих дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiд-

носно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних
чорних (вiдповiдно сiрих) дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Таким чином, з урахуванням спiввiдношень (9), (10) та встановлених
формул (6), (7) для обчислення величини d∗(n) , задача про пiдрахунок чис-
ла d∗∗(n) нееквiвалентних дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n зводиться до задач про
пiдрахунок величин s0(n) , s1(n) , s2(n) .

Зауваження 3. В подальшому з метою бiльшої наочностi та уникнен-
ня непотрiбних нагромаджень (при вiзуалiзацiї вiдповiдних типiв дiаграм)
дуги дiаграми, якi мiстять виключно сiрi 1-цикли, будемо зображати у виг-
лядi «прозорої» дуги, яку стягує пунктирна «дуга-хорда» – рис. 9 c) .

 

  

 

 

)a  )b  )c  )d  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

|||  

|||  

Рис. 9:

Лема 2. Нехай n = 2m+1 . Тодi число s0(n) дiаграм з класу ℑO
1,n−2;n , що є

симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через сере-
дини протилежних чорної та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону, можна
обчислити за формулою.

s0(n) =
1

8
(n− 1)(n+ 1). (11)

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно

фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної
та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m+ 1 ), вичерпуються дiагра-
мами двох типiв – першого i другого, зображених на рис. 9 a) та рис. 9 b)
вiдповiдно.

Оскiльки n = 2m+ 1 , то число дiаграм першого типу становить
C1

(2m+1)−1
2

= C1
m . Число дiаграм другого типу становить C2

(2m+1)−1
2

= C2
m .

I тому s0(n) = s0(2m+ 1) = C1
m + C2

m = C2
m+1 =

m·(m+1)
2 = 1

8(n− 1)(n+ 1) .

40 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ

З ї1 ъ И,-_
І І , ~ `

1 \ ” *І \І \
1 \ о-оґ ¬о-о

І \
/ \/ \1 \ 4-_Ег Ъ

/ \о-сґо-оо-оо-оющэ /

®( 

Ъ--6



Кадубовський О.А., Баляса Н.П. Тороїдальнi хордовi O -дiаграми

Лема 3. Нехай n = 2m . Тодi мають мiсце рiвностi

s1(n) = C2
n
2
=

1

8
n(n− 2), s2(n) =

1

8
(n− 2)(n+ 8); (12)

1

2
(s1(n) + s2(n)) =

1

8
(n− 2)(n+ 4). (13)

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно

фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорних
дуг 2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m ), вичерпуються дiаграмами виду,
зображених на рис. 9 d) . Число таких дiаграм становить C2

2m
2

= C2
m .

Звiдки s1(n) = C2
n
2
= 1

8n(n− 2) .
 

    

)a  )b  )c  )d  

 

 

 

Рис. 10:

Дiаграми з класу ℑO
1,n−2;n , що є симетричними вiдносно фiксованої осi си-

метрiї, яка проходить через середини протилежних сiрих дуг 2 -кольорового
2n -шаблону, вичерпуються дiаграмами чотирьох типiв – першого, другого,
третього i четвертого, зображених на рис. 10 a), b), c) i d) вiдповiдно.

Оскiльки n = 2m , то
число дiаграм першого типу становить C1

2m−2
2

= C1
m−1 ;

число дiаграм другого типу також становить C1
m−1 ;

число дiаграм третього типу – C1
2m−2

2

= C1
m−1 , а

четвертого типу – C2
2m−2

2

= C2
m−1 .

I тому
s2(n) = s2(2m) = 3C1

m−1 + C2
m−1 = 2C1

m−1 + C2
m = 1

8(n− 2)(n+ 8) .
Крiм того,

1
2 (s1(n) + s2(n)) =

1
16(n− 2) (n+ n+ 8) = 1

8(n− 2)(n+ 4).
�

З урахуванням спiввiдношень (9), (10) та лем 1 i 2, має мiсце
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Математика

Теорема 3. Для натуральних n > 3 число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiд-
носно дiї дiедральної групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n можна обчислити за
формулою

d∗∗(n) =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (14)

де d∗(n) визначається за формулами (6), (7) , а

S(n) =

{
1
2m(m+ 1), n = 2m+ 1
1
2(m− 1)(m+ 2), n = 2m.

(15)

3. Додатки та прикiнцевi зауваження
Нижче (на рис. 11 та 12) в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi дiа-

грами з класiв ℑO
1,7;9 та ℑO

1,8;10 вiдповiдно.
 

      

1 2 3 4 5 6 

      

7 8 9 10 11 12 

      

13 14 15 16 17 18 

      

19 20 21 22 23 24 

 

 

 

 

Рис. 11: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,7;9

Не важко перевiрити, що серед 24 неiзоморфних дiаграм з класу ℑO
1,7;9 є

7 пар еквiвалентних дiаграм. I тому d∗∗(9) = 17 .
Серед 34 неiзоморфних дiаграм з класу ℑO

1,8;10 є 10 пар еквiвалентних
дiаграм. I тому d∗∗(10) = 24 .
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1 2 3 4 5 

     
6 7 8 9 10 

    

 

11 12 13 14  

     
15 16 17 18 19

     
20 21 22 23  24 

     
25 26 27 28 29

     
30 31 32 33  34 

 

Рис. 12: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑO
1,8;10
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Повторюючи мiркування, аналогiчнi наведеним в роботi [6], не важко
встановити справедливiсть наступного твердження

Твердження 1. При n → ∞ величини d∗∗(n) та d(n)
2n = (n−2)·(n−1)·(n+1)

48 є
еквiвалентними нескiнченно великими величинами.

n d(n) d∗(n) s(n) d∗∗(n) d∗∗(n) =
[
d(n)
2n

]
4 5 2 2 2 1
5 15 3 3 3 2
6 35 7 5 6 3
7 70 10 6 8 5
8 126 17 9 13 8
9 210 24 10 17 12
10 330 34 14 24 17
11 495 45 15 30 23
12 715 62 20 41 30
13 1 001 77 21 49 39
14 1 365 99 27 63 49
15 1 820 122 28 75 61
16 2 380 151 35 93 74
17 3 060 180 36 108 90
18 3 876 218 44 131 108
19 4 845 255 45 150 128
20 5 985 302 54 178 150
21 7 315 349 55 202 174
22 8 855 405 65 235 201
23 10 626 462 66 264 231
24 12 650 531 77 304 264
25 14 950 598 78 338 299
26 17 550 678 90 384 338
27 20 475 759 91 425 379
28 23 751 852 104 478 424
29 27 405 945 105 525 473
30 31 465 1 053 119 586 524
40 101 270 2 537 209 1 37 1 266
100 4 082 925 40 842 1 274 21 058 20 415
200 65 998 350 330 017 5 049 167 533 164 996
300 335 246 275 1 117 526 11 324 564 425 558 744
400 1 061 326 700 2 653 367 20 099 1 336 733 1 326 658
500 2 593 739 625 5 187 542 31 374 2 609 458 2 593 740
1 000 41 583 291 750 41 583 417 125 249 20 854 333 20 791 646
2 000 665 999 833 500 333 000 167 500 499 166 750 333 166 499 958
3 000 3 372 749 625 250 1 124 250 251 1 125 749 562 688 000 562 124 938
4 000 10 661 332 667 000 2 665 333 667 2 000 999 1 333 667 333 1 332 666 583
5 000 26 031 248 958 750 5 206 250 417 3 126 249 2 604 688 333 2 603 124 896

Табл. 1: початковi значення величин d(n) , d∗(n) та d∗∗(n)
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Висновки
Таким чином, в представленiй роботi для натуральних n > 3 повнiс-

тю розв’язана задача про пiдрахунок числа неiзоморфних (нееквiвалентних
вiдносно дiї циклiчної групи) та нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної
групи) дiаграм з класу ℑO

1,n−2;n . Крiм того, для початкових n ∈ {3, 5, ..., 10}
в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та нееквiвалентнi дiаграми з вiд-
повiдних класiв, а для n ∈ {3, 5, ..., 40} – точнi значення числа неiзоморфних
та нееквiвалентних таких дiаграм.

Бiльше того, з урахуванням зауваження 2. та теореми 1., iснує тiсний
зв’язок мiж дiаграмами з класу ℑO

1,n−2g;n та перестановками певного виду,
чиї «breakpoint» графи розкладаються у k = n− 2g циклiв [4, 5, 17].

На нашу думку, цiлком досяжною здається подальша робота, пов’язана з
одержанням аналогiчних результатiв для дiаграм з класу ℑO

1,n−4;n (роду 2).
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Kadubovs’kyi Оleksandr А., Balyasa Nataliya P.
Donbas State Teachers’ Training University, Slovians’k, Ukraine.

Enumeration of 2-color chord O -diagrams of the genus one that
have one black (or grey) face under rotation and reflection

In this paper we consider 2 -color chord O -diagrams (of order n ) with one
black and (n− 2) grey faces under the action of (i) the rotation group (cyclic of
the order n ) and of (ii) the rotation/reflection group (dihedral of the order 2n ).

For natural 3 6 n 6 10 we have illustrated all non-isomorphic and non-
equivalent of such diagrams. We have established explicit formulas for counting
the number of non-isomorphic and non-equivalent diagrams from the specified
class. In addition, for natural 3 6 n 6 40 we have also listed the exact value of
the number of non-isomorphic and non-equivalent such diagrams accordingly.

Keywords: 2 -color chord O -diagrams, genus of a diagram, faces of a di-
agram, cyclic and dihedral groups.
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ВЛИЯНИЕ НИЗКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ДЕФОРМАЦИИ НА
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КРЕМНИЕВЫХ

p-n-ПЕРЕХОДОВ

Исследованы электрические свойства кремневых p-n-переходов, деформируемых сжатием
в условиях ступенчатого нагружения при 300 и 77 К.

Установлены две характерные области: ниже критического давления обратный ток
p-n-перехода изменяется обратимо, выше — необратимо. Проведены исследования струк-
туры деформированных p-n-переходов и температурных зависимостей обратного тока.

Ключевые слова: деформация, дислокация, обратный ток, энергетические уровни,
дефекты структур

Введение
В работах [1-3, 9, 10] были исследованы структурно-кинетические зако-

номерности микропластической деформации монокристаллического Si и Ge.
Установлено, что в приповерхностных слоях этих полупроводников глубиной
около 10 мкм в интервале механических напряжений (20-100) МПа при 20 ◦C
происходит зарождение дислокаций. Представляло интерес изучить влияние
низкотемпературной деформации на свойства p-n-переходов в тех случаях,
когда их глубина залегания находится в пределах пластически деформиро-
ванного слоя.

c⃝Надточий В.А., Хаперец Д.С., Шарап Р.А., 2016

47



Фiзика. Методика викладання фiзики i астрономiї в ЗОШ та ВНЗ

Основная часть

 

Рис. 1

 

Рис. 2

Рис. 1: Зависимость обратного тока Irev кремниевого p-n-перехода от времени при 300 К:
а — изменение обратного тока в процессе ступенчатого нагружения и схема деформации;
б — изменение обратного тока нагруженного p-n-перехода при длительной выдержке при

300 К

Рис. 2: Кривая ступенчатой ползучести при сжатии вдоль [111] при 300 К: а — сту-
пенчатая деформация, величина ступени нагружения ∆P = 10 МПа; б — переходная
ползучесть, кривые сведены к общему началу отсчёта без скачков деформации при нагру-

жениях, цифры у кривых обозначают номера ступеней нагружения

Материалы и методика. В настоящей работе исследовались диффу-
зионные кремниевые p-n-переходы с глубиной залегания ∼ 5 мкм на базе
шайб диаметром 5 и толщиной 0,2 мм. P-n-переходы изготавливались диф-
фузией бора (NB ≈ 5 · 1018 см−3 ) в плоскость (111) монокристаллов n-Si
( ⟨p⟩, Np ≈ 2 ·1016 см−3 )с плотностью дислокаций в исходных монокристаллах
N 6 2 · 102 см−2 . Для устранения влияния на электрические характери-
стики p-n-переходов поверхностных утечек и для стабилизации поверхности
p-n-переходы окружались диффузионными охранными кольцами (кольцами
бора) и защищались пиролитическим окислом SiO2 . Омические контакты со-
здавались пайкой к вольфрамовым компенсаторам, что исключало появление
механических напряжений в полупроводниковом материале при изменени-
ях температуры вследствие разности теплового коэффициента расширения
кремния и кристаллодержателя.

Переходы деформировались сжатием по схеме, указанной на рис. 1. В про-
цессе сжатия снимались зависимости обратного темнового тока p-n-перехода
от времени при различных нагрузках.
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Кроме того, для установления взаимосвязи между изменениями элек-
трических и деформационных характеристик испытывались на сжатие
вдоль [111] образцы n-Si, имеющие форму прямоугольных призм размерами
3 × 3 × 10 мм3 . Боковые поверхности представляли кристаллографические
плоскости типа (110), (112) и (111), а наибольшее измерение (10 мм) совпада-
ло с направлением [111]. Режим деформации выбирался один и тот же: сжатие
при ступенчатом режиме нагружения. Величина ступени нагружения ∆P
выбиралась равной 10 МПа. Время выдержки на каждой ступени составляло
30 мин. Деформирование осуществлялось на специально разработанной уста-
новке, позволяющей регистрировать очень малые изменения длины образцов.
Чувствительность датчика деформации составляла 0,004 мкм. Имелась воз-
можность деформировать образцы при 300 и 77 К.

Результаты и их обсуждение. Деформация. Зависимость деформации
сжатия образца Si во времени при ступенчатом режиме нагружения при 300 К
представлена на рис. 2, а. Здесь каждой ступени нагружения ∆P = 10 МПа
соответствует скачкообразное приращение деформации, причем выдержка
образца под напряжением на каждой ступени до V включительно не дает за-
метной микропластичности. На VI ступени нагружения (выше R) при общей
нагрузке P = 60 МПа после скачка деформации регистрируется деформация
микроползучести (рис. 2), затухающая по логарифмическому закону [1, 3].
График этой закономерности без учета скачка деформации при нагружении
показан отдельно (рис. 2, б ) ввиду малости общей микропластической дефор-
мации. На последующих VII и VIII ступенях нагружения общая величина
микродеформации ползучести уменьшается (кривые VII, VIII). Таким обра-
зом на ступенчатой кривой можно выделить две области: до R, где образец
Si деформируется чисто упруго, и область выше этой точки, где существует
микропластичность, обусловленная появлением дислокаций. На рис. 3, а по-
казана дислокационная структура, снятая на глубине 5 мкм от нагруженной
поверхности образца Si. Видны ямки травления от отдельных полупетель,
выходящих на поверхность.

Электрические свойства. Рассмотрим теперь электрические свойства
деформируемого при комнатной температуре p-n-перехода. Различают две
группы эффектов изменения обратного тока при деформации кремния [4,
5]: эффекты, обусловленные изменением ширины запрещенной зоны, и за
счет возникновения центров генерации-рекомбинации. Учитывая различие
концентрации примесей n- и p- типа (≈ 102) , образующих p-n-переход, мож-
но с достаточным основанием считать, что расширение области объемного
заряда при наложении обратного смещения будет происходить в основном
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а)

 

б) 

в)

 

г)

Рис. 3: Дислокационная структура Si: a — после деформации на глубине 5 мкм от нагру-
женной поверхности; ×2000 ; б–г — p-n-переход, деформированный при 70 К; б — вблизи
выхода на поверхность диффузии; ×800 ; в — граница раздела пластически деформиро-

ванной области; ×4000 ; г — область выхода на поверхность диффузии; ×2000

в n-область, и, следовательно, уровень обратного тока (дрейфовый ток) p-
n-перехода будет определяться положительно заряженными носителями —
неосновными носителями для n-области. При чисто упругой деформации
n-Si вдоль [111] концентрация носителей заряда должна изменяться незна-
чительно [3, 6]. Действительно, обратный ток при ступенчатом нагружении
p-n-перехода остается приблизительно постоянным (Irev = 0, 1 мкА) до на-
гружения P = 50 МПа , т.е. до точки R на кривой Irev(τ) (рис. 1, а).
Зависимость снималась при постоянном обратном напряжении 30 В. На VI
ступени нагружения обратный ток начинает резко возрастать с постепенным
выходом на насыщение. Подобное нарастание тока наблюдается также на
VII и VIII ступенях. Для получения полной информации и проверки воспро-
изводимости результатов испытания проводились также на p-n-переходах,
полученных по технологии изготовления Д-215, Д-242, Д-243, Д-245, Д-246.
Закономерности изменения обратного тока оказались приблизительно таки-
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ми же, с той лишь разницей, что величина тока в конце испытаний несколько
отличалась от образца к образцу по абсолютному значению.

Сравнение результатов деформирования p-n-переходов и призматических
образцов, а также структурные данные позволяют сделать вывод, что резкое
возрастание обратного тока при нагрузке 60 МПа обусловлено появлением
дислокаций в области p-n-перехода. Обратный ток при этом определяется в
основном генерационной составляющей, т.е. обусловлен тепловой генерацией
в области перехода электронно-дырочных пар на центрах, уровни энергии
которых находятся вблизи середины запрещенной зоны [7].

Характерным для изменения Irev сразу после ступенчатого нагруже-
ния (рис. 1, а) является наличие инкубационного периода, где темп роста
тока замедлен. Это можно объяснить тем, что для достижения основной
массой дислокаций, генерируемых в основном с поверхности, области p-n-
перехода требуется некоторое время. После затухания ползучести плотность
дислокаций, пересекающих p-n-переход, остается постоянной и ток в пер-
вом приближении не меняется. Подобные закономерности изменения Irev
наблюдаются и на последующих ступенях нагружения, но поскольку с уве-
личением нагрузки величина приращения микропластической деформации
и приращения плотности дислокаций уменьшается, рост тока также ограни-
чивается. При указанных испытаниях он достигает значения ∼ 160 мкА и
сохраняется сразу после снятия нагрузки. В процессе длительной выдерж-
ки образца при комнатной температуре наблюдается постепенное снижение
обратного тока (рис. 1, б ). Через 5-6 суток он становится приблизительно
равным обратному току до деформации (доли миллиампера). Однако при
повторном нагружении ток снова постепенно нарастает. Наблюдается элек-
трическая «ползучесть».

Изменение электрической активности дислокаций при длительной вы-
держке образцов обусловлено, по-видимому, оседанием вдоль дислокаций
точечных дефектов. Дислокации остаются относительно чистыми только
непосредственно после деформации. С течением времени порождаемые самой
движущейся дислокацией вакансии, примесные или собственные дислоциро-
ванные атомы, оказавшиеся вблизи дислокации, будут перемещаться к ней,
частично снимая упругие напряжения и понижая ее генерационную актив-
ность. Повторное нагружение вызывает освобождение дислокаций от этих
дефектов. Этими процессами можно объяснить также изменение вида обрат-
ных ветвей вольтамперных характеристик p-n-перехода (рис. 4), снятых до
деформации (1), после испытаний (2) и разных по длительности выдержек
(3, 4). Исследования показали, что если к разгруженному p-n-переходу сразу
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приложить большое обратное напряжение (100 – 150) В, то нарастание то-
ка не ограничивается и переход через некоторое время пробивается за счет
образования на дислокациях микроплазм [7, 9, 10].

Испытания отдельных образцов кремния при 77 К и промежуточных
температурах до комнатной показали, что критическое напряжение, соответ-
ствующее началу зарождения новых дислокаций в кремнии, слабо зависит
от температуры. Глубина пластически деформированного слоя при 77 К
приблизительно такая же (8 – 10) мкм, как и при 300 К, если условия де-
формирования сохраняются те же.

Структура. Представляло интерес провести структурные исследования p-
n-переходов, деформированных при 77 К, изучить влияние введенных при
этом дислокаций на величину обратного тока и характер изменения электри-
ческой активности дислокаций в температурном интервале 77 – 300 К.

Кремниевый p-n-переход деформировали при 77 К в ступенчатом режиме
нагружения; полная нагрузка на переход через 4 ч испытаний доводилась до
100 МПа. После разгрузки образец за 20 с отогревался до комнатной темпера-
туры. При напряжении 30 В обратный ток при 300 К составлял 160 – 180 мкА,
т.е. был приблизительно таким, как сразу после деформирования при 300 К.
Уже через 20 мин выдержки при 300 К обратный ток, уменьшаясь по экс-
поненциальному закону, спадал до 13 % от начального значения. Отсюда
следует, что сохранить чистые дислокации при 300 К даже на время изме-
рений невозможно. Обратный ток образца, как оказалось, можно сохранить
без существенного изменения на время 1 ч при 77 К. Поэтому температур-
ные зависимости обратного тока, проводимости, э.д.с. Холла, подвижности
носителей и др. можно снимать сразу после разгрузки образцов при этой
температуре.

Структурные исследования деформированного при 77 К p-n-перехода
проводились следующим образом. Со стороны базы p-n-переход химически
стравливался в смеси HNO3 и HF до выхода на диффузионную поверхность
так, что в месте выхода создавался клин с очень малым углом. Затем p-n-
переход кратковременно травился на дислокации по методике, описанной в
[3]. На рис. 3 представлены металлографические структуры, снятые в обла-
сти диффузионного слоя вблизи границы выхода на поверхность кристалла.
Видны (рис. 3, б ) две области: пластически деформированная и область,
практически свободная от дислокаций. При большем увеличении (рис. 3, в)
наблюдаются отдельные дислокации, ориентированные почти параллельно
поверхности. Эта структура снята на границе двух указанных областей. Глу-
бина фронта пластической деформации находится на расстоянии 10 мкм от
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Рис. 4

 

Рис. 5

Рис. 4: Зависимость обратного тока Irev от напряжения Urev кремниевого p-n-перехода:
1 — зависимость, снятая до деформации; 2 — после испытания на ступенчатую ползучесть;
3, 4 — кривые, полученные после выдержки p-n-перехода при 300 К в течение 3 и 6 сут.

соответственно

Рис. 5: Температурная зависимость обратного тока Irev : 1 — снятая сразу после испы-
тания на ступенчатую ползучесть при 77 К; 2 — после выдержки при 300 К в течение 3
сут.; 3 — после повторной выдержки под давлением 100 МПа в течение 20 мин при 70 К

поверхности диффузии. Плотность дисклокаций Nd = (104 − 106) см−2 .
На тех участках, где дислокации выходят под большим углом к поверхности,
вытравливаются парные ямки от каждой полупетли (рис. 3, а, г). Харак-
терно, что на дислокациях, введенных в Si при низких температурах (300 К
и ниже), вытравливаются неглубокие ямки, что обусловлено очень слабой
насыщенностью их примесной атмосферы [3, 9].

Энергетические уровни. Положение глубоких энергетических уровней,
которые определяют величину Irev , может быть найдено путем измерения
его температурной зависимости. Такие измерения проводились на деформи-
рованном при 77 К p-n-переходе сразу после снятия нагрузки и отогреве до
300 К. Для этого же перехода снимались температурные зависимости Irev
после выдержки при 300 К без нагрузки и после повторной кратковременной
деформации (рис. 5).

Обработка результатов осуществлялась по формуле, применимой в тех
случаях, когда обратный ток определялся генерационными процессами на
генерационно-рекомбинационных (gr) центрах

Irev = −
eWni

2
√
τnτp

ch

[
Et − Ei

kT
+

1

2
ln

τn

τp

]
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где W — ширина p-n-перехода; τn, τp — времена жизни неосновных носите-
лей в объеме электронной и дырочной областей соответственно; Et — энер-
гетический уровень gr -центра.

Для 1-й и 3-й зависимости Et = 0, 68 эВ , для 2-й — 0,4 эВ. Первый ре-
зультат близок к значению Et = 0, 64 эВ для дислокационного уровня в
кремнии, найденного Веланом (см. [7, c. 383]). Второй результат согласуется
с данными [8], полученными при высокотемпературной деформации n-Si (0,4
и 0,44 эВ). Энергия уровня Et отсчитывается от потолка валентной зоны.
Сравнение с результатами [8] дает возможность предположить, что уровень
gr -центра 0,4 эВ связан с комплексами на основе дислокаций. В комплек-
сы входят точечные дефекты, захваченные дислокациями после длительной
выдержки образца при 300 К. Дислокации, по-видимому, освобождаются от
этих дефектов при повторной деформации (рис. 5, кривая 3) и температур-
ные зависимости обратного тока 1 и 3 почти совпадают.

Заключение
Предложенная методика введения относительно «чистых» дислокаций

при низких температурах дает возможность уточнить наши представления
об их электрической активности с привлечением других электрофизических
измерений.
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Effect of low-temperature deformation of the electrical properties
of silicon p− n -junctions

The electrical properties of the silicon p-n-junctions, deformable in
compression under the step of loading at 300 and 77K . Established two distinct
areas: lower reverse current p-n-junction critical pressure changes reversibly,
above – is irreversible. Investigations of the structure of deformed p-n-junction
temperature and reverse current dependencies.

Keywords: strain, dislocation, reverse current, the energy levels of structural
defects.
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ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КРЕМНИЕВЫХ
p-n-ПЕРЕХОДОВ С ДЕФЕКТАМИ СТРУКТУРЫ

Структурные исследования ковалентных полупроводников, деформированных при низких
температурах, показали важную роль вакансий в пластичности приповерхностных слоев.
Дислокационные петли, возникающие под действием деформации в области объемного
заряда p-n-перехода кремния, значительно снижают время жизни неравновесных носите-
лей заряда, инжектируемых в базу. На вольтамперных характеристиках p-n-перехода с
дислокациями обнаруживается резкое возрастание обратного тока.

Ключевые слова: механические напряжения, деформация, германий, кремний,
дислокации, релаксация напряжений, p-n-переход

Введение
В процессе изготовления полупроводниковых приборов и интегральных

схем пластины полупроводниковых материалов подвергаются различным ме-
ханическим и термическим воздействиям: шлифовке и полировке, окислению,
диффузии примесей, разделению на заготовки, содержащие полупроводни-
ковые структуры. При этом в поверхностных слоях создаются значительные
механические напряжения, вследствие чего возникают условия для зарожде-
ния дислокаций. В алмазоподобных полупроводниках германии и кремнии в
интервале низких температур 77–600 К этот процесс реализуется при весьма
малых напряжениях порядка 20 ÷ 100 МПа [1–4]. Источниками дислока-
ций могут быть частицы выделений типа SiOx или GeOx для кремния и
германия соответственно [2], а процесс зарождения дислокаций представля-
ется по механизму Эшби-Джонсона [5]. Среди ряда причин, обусловливаю-
щих при низких температурах проявление микропластичности в ковалентных
полупроводниках Ge и Si исключительно в приповерхностных слоях, отмеча-
лась возможная роль вакансий [2]. Получены новые результаты структурных
исследований, которые подтверждают определенную роль точечных дефек-
тов в процессе зарождения и движения дислокаций и позволяют объяснить
физическую природу низкотемпературной микропластичности материалов с

c⃝Надточий В.А., Нечволод Н.К., 2016
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Рис. 1

 

Рис. 2

Рис. 1: Схема деформирования кремниевого p-n-перехода.

Рис. 2: Распределение дислокаций под нагружающей площадкой после деформации. С
увеличением расстояния от поверхности размеры дислокационных петель уменьшаются.

Глубина залегания p-n-перехода составляет ∼ 8 мкм.

высоким потенциальным рельефом Пайерлса [3]. В данной работе исследова-
но влияние линейных дефектов струтктуры, создающих значительные токи
обратно-смещенных p-n-переходов.

Основная часть
Переходы изготовлялись по планарной технологии на основе монокри-

сталлического Si, выращенного методом зонной плавки с удельным сопротив-
лением ρ = 500 Ом · см и малым содержанием кислорода (< 1015 см3 ). Вы-
бор такого материала облегчает идентификацию электрических параметров
p-n-переходов, содержащих деформационные структурные дефекты. Омиче-
ские контакты создавались напылением алюминия на подлегированные p+ и
n+ слои. Деформирование перехода в ступенчатом режиме нагружения осу-
ществлялось через тонкую слюдяную шайбу (рис. 1). Поверхностные утечки
исключались окислом SiO2 . Площадь деформируемой поверхности составля-
ла 18 мм2 . Деформирование осуществлялось при различных температурах
в низкотемпературном интервале 300–650 К. Глубина залегания p-n-перехода
составляла 8 мкм. До и после деформации для каждого объекта определялось
время жизни неравновесных дырок, инжектированных в базу, и снимались
вольтамперные зависимости обратного тока.

Дислокации в области p-n-перехода (рис. 2) являются эффективными
центрами генерации-рекомбинации, поскольку создают в запрещенной зоне
глубокие энергетические уровни [10]. Толщина поверхностного слоя, в кото-
ром зарождаются дислокации, увеличивается с ростом температуры. После
деформации при 77 К время жизни, измеренное методом модуляции проводи-
мости в точечном контакте непосредственно на поверхности, снижается от 250
до 20÷30 мксек. При температуре 300 К заметное снижение τp , найденное из
анализа переходных процессов переключения из прямого в обратное включе-
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Рис. 3: Вольтамперные характеристики обратного тока опорного диода Д816А (а) и
кремниевого p-n-перехода с дислокациями (б ). Импульсные и шумовые составляющие об-

ратного тока указаны в микроамперах

ние, наблюдается в p-n-переходах глубиной 2–5 мкм. В данных исследованиях
использовались p-n-переходы глубиной ∼ 8 мкм и шириной области объ-
емного заряда при отсутствии внешнего напряжения ∆1 + ∆2 = 5, 5 мкм.
Для них снижение τp от 250 мкс до 100 мкс возникало при температуре
деформации > 450 К. После введения дислокаций при 650 К на вольтам-
перных зависимостях p-n-переходов (рис. 3, б ) появляется участок резкого
возрастания обратного тока. Вид этой кривой подобен характеристике стаби-
литрона (рис. 3, а). Однако процессы нарастания тока в областях малых его
значений существенно различны. Так, начало нарастания тока кремниевого
стабилитрона сопровождается дискретными импульсами пробоя микроплазм,
связанных с микронеоднородностями кремния в области объемного заря-
да. (В работе [11] показано, например, что микроплазменные явления могут
происходить на частицах SiO2 , возникающих при распаде пересыщенного
твердого раствора кислорода).

Амплитуды импульсов порядка 30–40 мкА, длительность несколько мик-
росекунд, распределение длительности и скважности носит хаотический ха-
рактер. С увеличением величины обратного тока средняя длительность им-
пульсов возрастает, амплитуда их уменьшается, и при дальнейшем росте по-
стоянной составляющей переменная составляющая в интервале 104 − 106 Гц
имеет характер «белого» шума с флуктуациями в пределах 2 мкА. В дис-
локационном p-n-переходе рост тока уже в самом начале сопровождается
появлением «белого» шума с очень малым среднеквадратичным значением
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тока. Среднеквадратичное значение шумового сигнала затем растет и посте-
пенно достигает приблизительно такого же уровня, как в стабилитроне при
постоянной составляющей 2–3 мА.

Выводы
Возникающая при низкотемпературной деформации алмазоподобных

кристаллов микропластичность протекает с участием диффузионных процес-
сов. Принципиальным отличием механизма диффузионной микропластично-
сти от обычного дислокационного является тот факт, что для начала пла-
стического течения по первому механизму не требуется, чтобы напряжение
превышало какую-либо критическую величину, в то время как для реализа-
ции обычного дислокационного скольжения требуется некоторая стартовая
величина напряжений.

Созданные в процессе низкотемпературной деформации Si дефекты сни-
жают время жизни неравновесных носителей заряда. Введение дислокаций в
область кремниевых p-n-переходов вызывает рост обратного тока, что необ-
ходимо учитывать при производстве полупроводниковых приборов.
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The electrical properties of silicon p-n-junctions with structural
defects

Structural studies of covalent semiconductors, deformed at low temperatures,
have shown the important role of vacancies in the surface layers of plasticity.
Dislocation loops arising under the influence of the deformation in the space
charge region p-n-junction silicon significantly reduces the lifetime of the non-
equilibrium carriers injected into the base. In the current-voltage characteristics
of the p-n-junction with dislocations observed a sharp increase in the reverse
current.

Keywords: mechanical stress, deformation, germanium, silicon, dislocations,
stress relaxation, p-n- junctions.
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ПОВЕРХНОСТНЫЕ ПОДВЕТРЕННЫЕ ВОЛНЫ В
СДВИГОВЫХ ТЕЧЕНИЯХ

В работе рассмотрена задача о генерации поверхностных волн при обтекании потоком
с вертикальным сдвигом скорости неровности дна. Получены аналитические решения
задачи в виде выражения смещения уровня свободной поверхности для модельных рас-
пределений скорости в зависимости от различной формы подводного препятствия

Ключевые слова: сдвиговые течения, однородная жидкость, поверхностные вол-
ны, подветренные волны

Вступление
Волны, образующиеся при обтекании потоком с вертикальным сдвигом

скорости неровностей поверхности земли, – крайне распространенное явление
как в атмосфере, так и в океане [1, 2]. Они обнаруживаются вниз по потоку
от препятствия и поэтому известны как подветренные или волны за препят-
ствиями. Например, когда воздушный поток натекает на перпендикулярный
к нему горный хребет, то, по мере усиления ветра до 9-10 м/с и более, лами-
нарное обтекание переходит в волнообразное или в возникновение за хребтом
подветренных вихрей. Аналогичные явления наблюдаются и в жидкости при
обтекании течением подводного препятствия. Отличительной особенностью
таких волн является неизменность волновой картины с течением времени:
гребни волн всегда остаются на одних и тех же местах при движении потока.
Такие волны, форма которых не зависит от времени, называют стационарны-
ми. Исследованию характеристик таких волн в зависимости от параметров
течения и неровности дна и посвящена данная работа.

Постановка задачи. Предположим, что поток идеальной несжимаемой
жидкости U(z) постоянной глубины H , обтекает неровность дна, форма
которой задается функцией D(x) (рис. 1). Толщина слоя выражается как
H −D(x) .

c⃝Билюнас М.В., Доценко С.Ф., 2016
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Рис. 1: Обтекание неровностей дна течением с вертикальным сдвигом скорости

Система уравнений, описывающая стационарные волны в таком потоке,
будет описана системой трех линеаризованных относительно среднего тече-
ния u = U(z), w = 0 уравнений с зависящими от z коэффициентами (они
получены из системы уравнений Эйлера и уравнения неразрывности [3])

U
∂u

∂x
+ w

∂U

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
,

U
∂w

∂x
= −1

ρ

∂p

∂z
,

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0,

где u(x, z), w(x, z) — малые возмущения поля скорости сдвигового течения;
p(x, z) — динамические возмущения гидростатического давления в жидкости;
ρ = const — плотность жидкости.

Вышеописанную систему уравнений необходимо дополнить кинематиче-
ским и динамическим условиями на свободной поверхности (z = 0) и усло-
вием скольжения на дне бассейна (z = −H) [3]

U(0)
∂ζ

∂x
= w, p− ρgζ = 0 (z = 0),

w = u
∂D

∂x
(z = −H +D(x)),

где ζ(x) — смещение свободной поверхности жидкости; g — ускорение сво-
бодного падения.
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Переход к краевой задаче для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Применяя к сформулированной задаче преобра-
зование Фурье по переменной x с параметром m , приходим к неоднородной
краевой задаче

w′′ − [m2 + α(z)]w = 0 (−H < z < 0),

w′(0)− νw(0) = 0,

w(−H) = imU(−H)D(m),

где штрих означает производную по переменной z ,

α =
U ′′(z)

U(z)
, ν =

g

U 2(0)
+

U ′(0)

U 2(0)
,

f(m) =

∞∫
−∞

f(x)e−imxdx

— трансформанта Фурье.
Будем предполагать, что скорость течения не изменяет своего направ-

ления (U(z) > 0) при всех −H 6 z 6 0 . Далее рассматриваются волны
вдали от неровности дна конечной ширины, то есть, считаем, что |x| → +∞ .
Решение вышеописанной задачи находим в следующем виде

w(z) = A1 sinh k(z +H) + A2 cosh k(z +H),

где k2 = m2+α , A1 , A2 — константы, которые определяются из граничных
условий. В итоге, можно записать

ζ(m) =
U(−H)

U(0)

k

cosh kH

D(m)

∆
,

где ∆ = k − ν tanh kH . Следовательно, по формуле обратного преобразова-
ния Фурье, имеем

ζ(x) =
1

2π

U(−H)

U(0)

∞∫
−∞

f(m)eimxdm,

где f(m) = k
cosh kH

D(m)
∆ .

Далее, преобразовывая контуры интегрирования и применяя теорию вы-
четов [4], а также учитывая, что ∆′(−m) = ∆′(m) , а D(−m) = D(m),
получим

ζ(x) = −2
U(−H)

U(0)

k0
cosh k0H

D(m0)

∆′(m0)
sinm0x+ o(1) (x → ∞), где k0 = k(m0).
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Изучая различные профили течения (например, рассмотренные в [5]) и
модельные функции, задающие форму подводного препятствия, находим со-
ответствующие им амплитуды смещения свободной поверхности. Для нагляд-
ности приведем некоторые рассмотренные модельные распределения D(x) ,
задающие рельеф неровности дна, и соответствующие им амплитуды смеще-
ния свободной поверхности A в таблице 1, где формулы, упорядочены по
мере увеличения кривизны склона препятствия.

D(x) A

1


0 (−∞ < x < −L)
D0 (−L 6 x 6 L)
0 (L < x < ∞)

−4D0
U(−H)
U(0)

k0
cosh k0H

sinm0L
m0∆′

0

2 D0

(
x2+L2

L2

)−2

−D0Lπ
U(−H)
U(0)

k0
cosh k0H

(|m0|L+1)e−|m0|L

∆′
0

3


0 (−∞ < x < −L)

D0

(
−|x|+L

L

)
(−L 6 x 6 L)

0 (L < x < ∞)

−4D0

L
U(−H)
U(0)

k0
cosh k0H

1−cosm0L
m2

0∆
′
0

4 D0e
−qx2 −2D0

√
π
q
U(−H)
U(0)

k0
cosh k0H

e
−

m2
0

4q

∆′
0

5 D0

1+
(

x
L1

)2 −2πD0L1
U(−H)
U(0)

k0
cosh k0H

e−|m0|L1

∆′
0

Табл. 1: Модельные распределения неровности дна и соответствующие им амплитуды
подветренных поверхностных волн.

В формулах q и L1 — произвольные параметры, характеризующие кри-
визну препятствия.

Из приведенных выражений следует, что для всех рассмотренных неров-
ностей амплитуда смещения свободной поверхности пропорциональна высоте
препятствия и отношению скорости течения у дна к скорости течения на по-
верхности, но не зависит от кривизны профиля течения. Чем больше высота
обтекаемого препятствия и отношение скоростей потока, тем больше ампли-
туда смещения свободной поверхности.

Подветренные волны в потоке будут возникать при выполнении условия
νH > 1.

Для параметров течения, близких к реальным значениям, генерирующи-
еся на потоке поверхностные волны получаются короткими и будут иметь
очень незначительную амплитуду в сравнении с внутренними волнами. Это
объясняется тем, что для выведения из положения равновесия границы раз-
дела вода-воздух требуется гораздо большая возмущающая сила, чем для
нарушения гидродинамического равновесия во внутренних слоях океана.

64 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ



Билюнас М.В., Доценко С.Ф. Подветренные волны в течениях

При выполнении условия νH → 1 при обтекании неровности дна сдвиго-
вым течением будут генерироваться поверхностные волны большей длины и
амплитуды.

Выводы
Рассмотрена задача о поверхностных подветренных волнах в сдвиговых

течениях однородной жидкости. Показано, что для параметров течения, близ-
ких к реальным значениям, генерирующиеся на потоке поверхностные волны
получаются короткими и будут иметь очень незначительную амплитуду в
сравнении с внутренними волнами. При νH → 1 будут генерироваться по-
верхностные волны на сдвиговом течении большей длины и амплитуды. В
линейном приближении показано, что амплитуда возникающих в течении
волн в значительной степени будет зависеть от высоты подводного препят-
ствия и отношения скорости течения на поверхности и на дне потока.
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Surface lee waves in shear flows
The paper considers the problem of the generation of surface stationary

waves formed in a stream of vertical sheared flow on the leeward side of bottom
irregularities. The analytical solution of the problem in the form of expression
of the free surface shifting level are obtained for some model distributions speed
depending on the different forms of underwater obstacles.

Keywords: shear flow, homogeneous liquid, surface waves, lee waves.
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ТЕРМИНАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ
НЕЛИНЕЙНЫМИ СИСТЕМАМИ С РАЗРЫВАМИ РЕШЕНИЙ

МЕТОДОМ КОНЕЧНОГО СОСТОЯНИЯ

Предложено обобщение метода конечного состояния для синтеза терминального управ-
ления многомерными нелинейными дискретными системами. Описана модель конечного
состояния, а также алгоритм непрерывного и дискретного управления для систем с раз-
рывами решений.

Ключевые слова: терминальное управление, нелинейные системы с разрывами
решений, метод конечного состояния.

Введение.
Многие управляемые динамические процессы адекватно описывают-

ся нормальными системами обыкновенных дифференциальных и конечно-
разностных одноиндексных уравнений. Такая форма математического опи-
сания, называемая «непрерывно-дискретные» системы, используется в тех
случаях, когда часть переменных изменяется непрерывно во времени (в об-
щем случае по любой независимой переменной), а часть — в отдельных точках
временной оси.

Существует направление, связанное с использованием переходных функ-
ций линейных непрерывно-дискретных систем [1], развитие которого на нели-
нейные задачи управления определенного класса предлагается в данной ра-
боте.

Целью работы является обобщение метода конечного состояния для тер-
минального управления нелинейными системами с разрывами решений.

c⃝Подольская О.Г., Безуглая А.Е., 2016
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Постановка и решение задачи.
В настоящей работе метод конечного состояния применен для решения

более общей, чем непрерывно-дискретной по времени задачи терминального
управления [2], — задачи терминального управления системой с разрывами
решений в следующей постановке:

J = J (x (tf)) → J∗,
dx (t)

dt
= Φ1 (t, x (t− 0)) +B1 (t) · u1 (t) ,

x (tj) = Φ2 (tj − 0, x (tj − 0)) +B2 (tj)u2 (tj) ,
t ∈ [t0, tf ] , x (t0) = x0, j = 1, 2, . . . , N,

t1 < t2 < . . . < tN , tN 6 tf ,

(1)

где u1 (t) , u2 (tj) — (r1 × 1) , (r2 × 1) -мерные векторы управляющих воздей-
ствий на непрерывном и дискретном входах соответственно; x0 — (n× 1) -
мерный вектор начальных условий, J∗ — желаемое значение терминального
критерия. Известные на всем интервале детерминированные внешние воз-
действия, по предположению, входят в непрерывную и непрерывно диффе-
ренцируемую по всем своим аргументам (n× 1) -мерную вектор-функцию
Φ1 и определенную при всех своих аргументах (n× 1) -мерную вектор-
функцию Φ2 .

Подобная форма записи [3] гибридных систем в виде уравнений с разры-
вами решений позволяет соответствующим выбором Φ1 и Φ2 описывать как
чисто непрерывные (при Φ2 ≡ 0, B2 ≡ 0 ), чисто дискретные с произволь-
ным количеством переменных во времени тактов и соотношений между ними
(при Φ1 ≡ 0, B1 ≡ 0 ), так и смешанные системы. Использование в качестве
аргументов функций Φ1,Φ2 значения состояния в точках t − 0, tj − 0 , т.е.
при пределах слева соответствующих времен, позволяет учитывать влияние
состояния в предшествующий скачку момент времени. При этом, очевидно,
порядок записи уравнений в системе (1) может быть произвольный.

Рассмотрим последовательно дискретные интервалы времени и на каж-
дом из них найдем непрерывное управление u1 (t) , приводящее состояние
системы (1) в некоторое заданное промежуточное состояние, задаваемое зна-
чением Jj = J (x (tj)) , где j — номер дискретного интервала. Для этого, сле-
дуя основной схеме метода конечного состояния, определим так называемую
«критериальную функцию» в виде целевой функции критерия, где аргумент
x (tj) заменен переменной конечного состояния x̄ (tj, t, x (t)) . Переменная
конечного состояния вместе с нелинейной переходной матрицей определяется
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совместной системой
dx̄ (ϑ, t, x (t))

dϑ
= Φ1 (ϑ, x̄ (ϑ, t, x (t))) ,

dW (ϑ, t, x(t))

dϑ
=

∂Φ1 (ϑ, x)

∂x

∣∣∣∣
x=x̄(ϑ,t,x(t))

·W (ϑ, t, x(t)) ,

ϑ ∈ [tj−1, tj] , W (t, t, (x(t)) = I, x̄ (tj−1, tj−1, x (tj−1)) = x (tj−1) , t ∈ [tj−1, tj) ,
(2)

где I — единичная матрица.
Опираясь на непрерывный аналог определения переменной конечного со-

стояния из (2) как решение неуправляемой системы, следующей из (1) при
u1(t) = 0 , u2(tj) = 0 , определим переменную конечного состояния для ги-
бридной системы (1) как функцию первого аргумента:

dx̄ (ϑ, t, x (t))

dϑ
= Φ1 (ϑ, x̄ (ϑ− 0, t, x (t))) ,

x̄ (tj, t, x(t)) = Φ2 (tj − 0, x̄ (tj − 0, t, x (t))) ,
ϑ ∈ [t, tf ] , x̄ (t, t, x(t)) = x(t), j = 1, 2, . . . , N,
t1 < t2 < . . . < tN , tN 6 tf , t ∈ [t0, tf ] .

(3)

Определим желаемые значения критериальной функции в дискретных
точках как решение конечно-разностного уравнения с некоторой правой час-
тью fJ2 :

J̄j = fJ2
(
J̄j−1

)
. (4)

Получим конечно-разностное уравнение для дискретной части задачи (1),
введя для краткости записей обозначения:
tj − 0 ≡ j − 0 , Φ2 (tj − 0, x) ≡ Φ2 (j − 0, x) , x̄ (tj, tk, x (tk)) ≡ x̄j,k (xk) ,
B2 (tj) ≡ B2j , u2 (tj) ≡ u2j . Отсюда получаем:

x̄j,j (xj)− x̄j,j−0 (xj−0) = B2ju2j, j = 1, 2, . . . , N. (5)

В полученном соотношении первый и второй индексы зависимы, управ-
ление определяется через переменные конечного состояния как функции вто-
рого аргумента (индекса).

В результате имеем в сокращенных обозначениях с учетом (1):
x̄j+1,j (xj) ≡ x̄ (tj+1, tj, x (tj)) =

= Φ2 (tj+1−0, x̄ (tj+1−0, tj, x (tj))) = Φ2 (j + 1− 0, x̄j+1−0,j (xj)) .
Переменная конечного состояния x̄j+1−0,j (xj) вычисляется по непрерыв-

ной части системы (3) при начальном условии
x̄j,j (xj) ≡ xj = Φ2 (j − 0, xj−0) +B2ju2j и ϑ ∈ [tj, tj+1) .
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Получаем:

x̄j+1,j (xj)− x̄j+1,j−0(xj−0) =
= Φ2 (j + 1− 0,Φ21 (j − 0, xj−0) +B2ju2j)− Φ2 (j + 1− 0,Φ21 (j − 0, xj−0)) .

(6)
Для сокращения последующих записей введем обозначение:

Φ2
[k]
[j] (x) ≡ Φ2 (j,Φ21 (j − 1,Φ21 (j − 2, . . .Φ21 (j − k + 1, x)))) , (7)

где Φ2 имеет k рекурсивных вхождений, дополненных операциями интегри-
рования непрерывной части системы (3). Связь между глубиной рекурсии k
и индексом j , как и в дискретном случае, задается условием k 6 j . Началь-
ным условием рекурсии является Φ2

[1]
[j] (x) ≡ Φ2 (j, x) . В новых обозначениях

вместо (6) запишем:
x̄j+1,j (xj)− x̄j+1,j−0(xj−0) =

= Φ2
[1]
[j+1−0] (Φ21 (j − 0, xj−0) +B2ju2j)− Φ2

[1]
[j+1−0] (Φ21 (j − 0, xj−0)) .

После преобразований получаем:

fJ2
(
J̄j−1

)
= J

(
x̄N,j−1 (xj−1)+

+Φ2
[N−j]
[N−0] (Φ21 (j − 0, xj−0) +B2ju2j)− Φ2

[N−j]
[N−0] (Φ21 (j − 0, xj−0))

)
,

(8)

J̄j−1 ≡ J (x̄N,j−1 (xj−1)) . fj2
(
J̄j−1

)
= J̄j−1 +

1
Tu2

(
J∗ − J̄j−1

)
.

Нелинейное конечное уравнение относительно управления u2j уравне-
ние (8) и является тем соотношением, из которого определяется искомое
управление в дискретные моменты времени методом конечного состояния для
определения управления в каждый дискретный момент j необходимо решать
скалярное нелинейное уравнение с r2 неизвестными (по числу компонент
вектора u2 ), т.е. фактически — r2 -мерную задачу нелинейного программи-
рования.

Таким образом, расчет непрерывного и дискретного управлений для за-
дачи (1) состоит из следующих шагов:
1) задаются исходные данные в виде переменных во времени (в общем
случае) вектор-функций Φ1 , B1 , Φ2 , B2 , начальное состояние x0 , время
t1 < t2 < . . . < tN−1 < tN , время функционирования системы tf > tN ;
полагается j = 1 ;
2) проверяется условие j 6 N ; если условие выполнено, переход к шагу 3,
в противном случае производится расчет непрерывного управления на остав-
шемся интервале (tN , tf ] ;
3) производится расчет непрерывного управления на интервале [tj−1, tj] ;
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4) производится расчет дискретного управления по алгоритму (8); в про-
цессе расчета используется процедура, реализующая рекурсивное вложение
правых частей Φ2 дискретной части (3) и интегрирование непрерывной части
(3) на интервале [tj−1, tj] ; после формирования всех данных для уравне-
ния (8) производится его численное решение относительно u2j ; полагается
j = j + 1 и осуществляется переход к шагу 2.

Выводы.
1. Разработано обобщение метода конечных состояний для синтеза управле-
ний нелинейными дискретными по времени терминальными системами вида
(1) — дискретное МКС-управление.
2. Получена модель конечного состояния для систем с разрывами решений
вида (1).
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Terminal management the nonlinear systems with the breaks of
decisions based on discrete terminal state method

Generalization of method of the terminal states offered for the synthesis of
managements multidimensional nonlinear discrete terminal systems. The model
of the terminal state, and algorithm of continuous and discrete management, is
described for the systems with the breaks of decisions.
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ПРОБЛЕМА НАСТУПНОСТI СУЧАСНОЇ
ФIЗИКО-МАТЕМАТИЧНОЇ ОСВIТИ

Стаття присвячена дослiдженню основних проблем реалiзацiї принципу наступностi у ви-
вченнi фiзики. Розглянуто можливостi їх подолання на сучасному етапi розвитку суспiль-
ства. Видiлено основнi вимоги до органiзацiї дистанцiйної освiти та постановки проблем.

Ключовi слова: дистанцiйна освiта, навчальний процес, свiдомiсть, особистiсть,
розвиток, наступнiсть, розумова дiяльнiсть.

Вступ
Аналiз результатiв зовнiшнього незалежного оцiнювання з фiзики та за-

гальна вiдсоткова кiлькiсть бажаючих розглядати фiзику як вступний iспит
свiдчить про низький рiвень фiзичної освiти випускникiв шкiл. Бiльше то-
го, низький рiвень активностi першокурсникiв на заняттях з фiзики свiдчить
про необхiднiсть докорiнних змiн у пiдходах до отримання знань iз зазначеної
дисциплiни. Середнiй абiтурiєнт, який не отримав додаткової пiдготовки на
курсах або у приватних викладачiв, демонструє не лише невмiння вирiшувати
фiзичнi завдання на вступних iспитах, а й, вступивши до вищого навчального
закладу, демонструє невмiння вчитися на першому курсi. Це змушує виклада-
чiв багатьох дисциплiн, включаючи i фiзику, або знижувати вимоги i сприяти
подальшiй деградацiї процесу навчання зi спецiальних дисциплiн, або, прояв-
ляючи жорсткiсть, ставити низькi оцiнки i сприяти масовому вiдрахуванню
вже пiсля першого семестру навчання. Тому, на метi статтi є встановлен-
ня основних причин зниження рiвня знань з фiзики та розкриття основних
шляхiв їх подолання.

Основна частина
Проблема наступностi «школа – ВНЗ» завжди мала мiсце та нажаль зав-

жди перебувала не на першому мiсцi. З огляду на неї перш за все доцiльно
звернути увагу на невiдповiднiсть випускних шкiльних програм з предмету
та програм вступних iспитiв до вишiв. Таким чином маємо справу iз подвiй-
ним навантаженням на школяра: по-перше — необхiднiсть вивчати шкiльну
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програму, аби вiдповiдати її вимогам, по-друге — готуватися до вступних ви-
пробувань (ЗНО) — намагатися комплексно свiдомо вiдтворити систему знань
з предмету. Додаткове навантаження, нажаль, має невеликий коефiцiєнт ре-
зультативностi.

Зважаючи на це, профiльнiсть старшої школи виступає екстреною необхi-
днiстю. Вона забезпечить можливiсть вiльного вибору особистостi у напрям-
ку подальшого навчання. Нажаль, на сучасному етапi профiлювання старших
класiв ЗОШ вiдбувається лише вибiрково та не вирiшує зазначеної проблеми.

Одним iз варiантiв у вирiшеннi зазначеної проблеми також може стати
дистанцiйна освiта. Перевагами дистанцiйного навчання на сучасному етапi
освiти виступають:

— iндивiдуалiзацiя навчального процесу,
— диференцiацiя пiдходiв до навчання,
— особистiсно-орiєнтований пiдхiд,
— практика (досвiд),
— пiдвищення рiвня свiдомостi,
— розширення можливостей спiлкування з фахiвцями,
— самовдосконалення студентiв i педагогiв на основi iндивiдуально-

диференцiйованого пiдходу.
Дистанцiйна освiта з фiзики є новою формою органiзацiї навчання. По-

ряд iз її перевагами маємо вiдзначити певнi недолiки, якi слiд брати до уваги
фахiвцям, аби не втратити цiнностi науки фiзики у формуваннi цiлiсної осо-
бистостi школяра.

Перспективи розвитку дистанцiйної фiзичної освiти пов’язанi:
— з доопрацюванням iснуючого i створенням нового програмного забез-

печення,
— адаптацiєю методичного забезпечення до умов експлуатацiї в електрон-

нiй мережi,
— поступовим створенням курсiв фiзики для рiзних спецiальностей,
— забезпеченням наочностi, простоти та змiстовностi вiртуального фiзич-

ного експерименту,
— чiткою поетапнiстю у навчаннi вирiшенню фiзичних задач,
— системою варiативного контролю та самооцiнки знань,
— варiативнiстю органiзацiї дистанцiйного навчання,
— виваженим пiдходом до нормування навантаження особистостi,
— оптимiзацiя режиму «праця – вiдпочинок».
Нове програмне забезпечення для самостiйного навчання в тому числi i

в домашнiх умовах має задовольняти цiлком певним вимогам, що враховує
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всi особливостi самостiйного дистанцiйного навчання. Вiдзначимо найбiльш
важливi:

∗ Епiзодичнiсть контакту з викладачем, хоча перiодичнiсть контактiв
не настiльки мала, як при заочному навчаннi, i може регулюватися учнем
самостiйно;

∗ Коротка тривалiсть контакту з викладачем, оскiльки вона вимагає
наявностi певних зовнiшнiх умов, зокрема, наявностi доступу до Iнтернет або
iншої мережi, матерiальних ресурсiв на її експлуатацiю, наявностi ресурсiв
часу у викладача-консультанта i т. iн.;

∗ Необхiднiсть додаткової i постiйної мотивацiї процесу самостiйної ро-
боти учня над навчальним матерiалом (сам учень часто не може змусити себе
вчитися з максимальною iнтенсивнiстю протягом досить довгого часу);

∗ Необхiднiсть постiйного самоконтролю учня над процесом засвоєння
матерiалу.

Програмне забезпечення повинно створювати в студента, що працює в ав-
тономному режимi, iлюзiю постiйної присутностi квалiфiкованого викладача.
Вiдомо, що протягом багатьох рокiв (навiть сотень рокiв) традицiйна форма
навчання (вчитель в прямому контактi з учнем) демонструвала найбiльшу
ефективнiсть. При роботi ж iз «вiртуальним» викладачем програма має за-
безпечувати iнтенсивний i максимально близький (на скiльки це можливо)
до природного режиму спiлкування комп’ютера i учня.

На сьогоднi дистанцiйне навчання не є настiльки масовою i всепроникною,
як того вимагає сучаснiсть. Не так давно дистанцiйному навчанню пророку-
вали свiтле майбутнє, говорили, що воно пошириться мало не на всi школи
та вишi. Реальнiсть, як завжди, внесла корективи i визначила мiсце дистан-
цiйного навчання там, де воно дiйсно доречно i ефективно.

Довузiвська пiдготовка навiть протягом одного року iстотно компенсує
зазначенi вище негативнi тенденцiї, бо часто обдарованi дiти навчаються в
дуже вiддалених куточках країни i не можуть отримати таку пiдготовку в
очнiй формi. До того ж багато вишiв приймають на навчання студентiв iз
зарубiжних країн, для яких мають мiсце i додатковi мовнi труднощi.

Отже, для довузiвської пiдготовки саме дистанцiйна форма навчання несе
найбiльший позитивний ефект.

Наступним аспектом зазначеної проблеми виступає пiдтримка активностi
школяра при вивченнi фiзики. Тут у нагодi стає органiзацiя навчання на
основi постановки проблеми: створенням проблемної ситуацiї та постановкою
проблемних задач. Можна виокремити кiлька основних способiв створення
проблемної ситуацiї:
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1. Опора на життєвий досвiд.
2. Самостiйнi дослiдження.
3. Вирiшення проблемного питання.
4. Створення помилки (навмисно).
Таким чином, вiдбувається активiзацiя розумової активностi та пошукової

дiяльностi особистостi.
За такої органiзацiї навчальної дiяльностi новизна матерiалу забезпечує

привертання уваги та зацiкавлення, його змiстовнiсть — збуджує iнтерес
завдяки розкриттю наукової ємностi, а значущiсть — переконує у необ-
хiдностi його вивчення виходячи з його професiйної цiнностi та доцiльностi
практичного використання.

Висновки
Проблема наступностi фiзичної освiти на сьогоднi має такi основнi на-

прямки подолання: профiльнiсть навчання, дистанцiйна освiта та проблемне
навчання. З урахуванням специфiки органiзацiї навчального процесу в обла-
стi фiзичної освiти має бути розроблена структура системи дистанцiйного
фiзичної освiти, що здатна максимально використати досвiд, накопичений у
вiдомих традицiйних формах навчання. На основi проблемного навчання ма-
ють бути органiзованi самоосвiта особистостi та її самоконтроль досягнень.
Органiзацiя профiльного навчання вимагає бiльш детального вивчення з ме-
тою змiни пiдходiв до його органiзацiї та пiдвищення ефективностi, що є
метою подальших дослiджень.
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ЗАСТОСУВАННЯ ПЕРЕСТАНОВОЧНИХ ПОЛIНОМIВ В
КРИПТОГРАФIЇ

В роботi подано огляд результатiв про перестановочнi многочлени, тобто про такi много-
члени, для яких вiдповiднi полiномiальнi функцiї є перестановками множини елементiв
скiнченного поля Fq . Побудованi приклади перестановочних многочленiв, описанi перспе-
ктиви застосування перестановочних двучленiв в криптографiї.

Ключовi слова: перестановочнi многочлени, скiнченнi поля, криптографiчнi про-
токоли.

Вступ
В сучасному iнформацiйному суспiльствi засоби захисту iнформацiї та

способи його зламу розвиваються постiйно. Цей розвиток навряд чи буде
колись завершено у зв’язку з постiйним збiльшенням обчислювальної мо-
жливостi сучасних комп’ютерiв.

Однiєю з основних задач, розв’язуваних в криптографiї, є задача посилки
повiдомлення по незахищеному каналу зв’язку. Традицiйний спосiб розв’я-
зання даної задачi полягає у використаннi схеми шифрування з вiдкритим
ключем, iдея якої ґрунтується на використаннi публiчної функцiї для ши-
фрування повiдомлень, що пересилаються, та секретної функцiї для розши-
фровки повiдомлень. Криптостiйкiсть таких схем заснована на припущеннi
про велику обчислювальну складнiсть задачi обернення функцiї шифрування
без знання секрету, на основi якого дана функцiя була побудована.

При побудовi криптографiчних систем широке застосування одержали
так званi перестановочнi многочлени скiнченних полiв Fq , якi iндукують пе-
рестановки елементiв скiнченного поля Fq i, вiдтак, вiдповiдають елементам
симетричної группи Sq , тобто групи всiх пiдстановок на множинi з q еле-
ментiв.

c⃝Рябухо О.М., Турка Т.В., 2016
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Перестановочними многочленами називаються многочлени, функцiї яких
є бiєкцiєю над аналiзованим кiльцем (полем). Перспектива використання пе-
рестановочних многочленiв у криптографiчних схемах з вiдкритим ключем,
як кандидатiв на роль функцiї шифрування, є одним iз головних стимулiв
розвитку теорiї таких многочленiв. Математичнi елементи теорiї перестано-
вочних многочленiв над скiнченними полями i iндукованими ними групами
пiдстановок знаходить застосування при побудовi блочних криптосистем для
перестановки iнформацiйних блокiв повiдомлень, якi передаються.

В даний момент у самому поширеному криптографiчному протоколi RSA
з вiдкритим ключем в якостi шифруючих функцiй використовуються одно-
члени. Використання бiльш складних перестановочних многочленiв може
пiдвищити криптостiйкiсть такого протоколу. Тому задача дослiдження пита-
ння про властивостi перестановочних многочленiв над скiнченими полями, i
питання можливостi їх застосування в криптографiї є надзвичайно важливою
i актуальною.

Перестановочнi многочлени над скiнченними полями
Означення 1. Многочлен f ∈ Fq[x] називається перестановочним много-
членом поля Fq , якщо вiдповiдна йому полiномiальна функцiя f : Fq → Fq ,
яка вiдображає елементи c ∈ Fq в елементи f(c) ∈ Fq є перестановкою
елементiв поля Fq .

Вперше перестановочнi многочлени згадуються в роботах Ермiта i Дiксона
[1], [2], де розглядалися простi скiнченнi поля.

Теорема 1. (Критерiй Ермiта). Нехай p — характеристика поля Fq . Тодi
многочлен f ∈ Fq[x] є перестановочним многочленом поля Fq тодi i тiльки
тодi, коли виконуються наступнi двi умови:

1) многочлен f має рiвно один корiнь в Fq ;
2) для кожного цiлого t такого, що 1 6 t 6 q − 2 i t ̸≡ 0(mod p) ,

результат зведення многочлена f(x)t за модулем xq − x має степiнь
d 6 q − 2 .

Очевидно, що якщо многочлен f ∈ Fq[x] є перестановочним многочленом
поля Fq , то умова 2) теореми1. виконується i без обмеження t ̸≡ 0(mod p) .
Умова ж 1) може бути замiнена iншою, наприклад, як в наступнiй теоремi.

Теорема 2. Нехай поле Fq має характеристику p . Тодi многочлен
f ∈ Fq[x] є перестановочним многочленом поля Fq тодi i тiльки тодi,
коли виконуються наступнi умови:
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1) многочлен f(x)q−1(mod (xq − x)) має степiнь q − 1 ;
2) для довiльного цiлого t , де 1 6 t 6 q− 2 i t ̸≡ 0(mod p) , многочлен

f(x)t(mod (xq − x)) має степiнь d 6 q − 2 .

Декiлька простих прикладiв перестановочних многочленiв можна отри-
мати за допомогою наступних елементарних результатiв. Спочатку вкажемо
приклади перестановочних многочленiв над будь-якими полями Fq .
Теорема 3.

1) Кожний лiнiйний многочлен над полем Fq є перестановочним мно-
гочленом поля Fq ;

2) одночлен xn є перестрановочним многочленом поля Fq тодi i тiль-
ки тодi, коли НСД(n, q − 1) = 1 .

Доведення.
1) Лiнiйний многочлен має вид ax+ b . За критерiєм Ермiта вiн є пере-

становочним.
2) Одночлен xn є перестановочним многочленом поля Fq тодi i тiльки

тодi, коли вiдображення f : c → cn, де c ∈ Fq є вiдображення «на», а це має
мiсце тодi i тiльки тодi, коли НСД(n, q − 1) = 1 . 2

Теорема 4. Нехай Fq — поле характеристики p . Тодi p -многочлен

L(x) =
m∑
i=0

aix
pi ∈ Fq[x]

є перестановочним многочленом поля Fq тодi i тiльки тодi, коли много-
член L(x) має в полi Fq єдиний корiнь, рiвний 0.

Доведення. Функцiя L : c → L(c) , де c ∈ Fq є лiнiйним оператором в Fq

(який розглядається як векторний простiр над полем Fp ). Тодi вiдображення
L є взаємно однозначним тодi i тiльки тодi, коли многочлен L(x) має в полi
Fq єдиний корiнь, який дорiвнює 0. 2

Iншi приклади перестановочних многочленiв можна отримати, якщо ско-
ристатися тим, що множина перестановочних многочленiв замкнена вiдносно
операцiї композицiї (тобто, якщо f(x) i g(x) — перестановочнi многочлени
поля Fq , то f(g(x)) також є перестановочним многочленом поля Fq .) Клас
перестановочних многочленiв, який одержуємо при цьому описується насту-
пною теоремою.

Теорема 5. Нехай Fq — скiнченне поле, r ∈ N , НСД(r, q − 1) = 1 i не-
хай s — додатнiй дiльник числа q − 1 . Нехай далi, g(x) ∈ Fq[x] — такий
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многочлен над полем Fq , що многочлен g(xs) не має ненульових коренiв в
полi Fq . Тодi многочлен f(x) = xr(g(xs))(q−1)/s є перестановочниим много-
членом поля Fq .

Доведення. Покажемо, що многочлен задовольняє умовам теореми 1.
Умова 1) виконується очевидно. Щоб довести умову 2) покладемо t ∈ Z ,
1 6 t 6 q − 2 i припустимо спочатку, що t не дiлиться на s . Вiдмiтимо, що
f(x)t представляє собою суму членiв, показники степенiв яких мають вид
rt + ms , де m ∈ Z i m > 0 . Так як НСД(r, s) = 1 , цi показники степеня
не дiляться на s i, значить не дiляться на q − 1 . Тодi степiнь многочлена
f(x)t(mod (xq − x)) не перевищує q − 2 . Якщо t дiлиться на s , наприклад
t = ks , де k ∈ N , то

f(x)t = xrt(g(xs))(q−1)k

Якщо припустити h(x) = xrt , то так як g(cs) ̸= 0 для всiх c ∈ Fq , ми
отримуємо, що f(c)t = h(c) ; крiм того, f(0)t = h(0) . Тодi

f(x)t ≡ xrt(mod (xq − x))

i так як rt не дiлиться на q−1 , многочлен f(x)t(mod (xq−x)) є многочленом
степеня не бiльшого нiж q − 2 . 2

Iз зауваження зробленого пiсля теореми 4, зокрема, випливає, що якщо
f ∈ Fq[x] — перестановочний многочлен поля Fq i b, c, d ∈ Fq , c ̸= 0 ,
то f1(x) = cf(x + b) + d також є перестановочним многочленом поля Fq .
Вибираючи вiдповiдним чином константи b, c, d можна отримати многочлен
f1(x) в нормованiй формi. Останнє означає, що f1(x) є нормованим мно-
гочленом i при цьому f1(0) = 0 , i якщо степiнь n многочлена f1(x) не
дiлиться на характеристику поля Fq , то коефiцiєнт при xn−1 дорiвнює 0.
Таким чином, можна обмежитися вивченням нормованих перестановочних
многочленов. Користуючись критерiєм Ермiта, можна отримати всi нормо-
ванi перестановочнi многочлени довiльного фiксованого степеня.

Скористаємося другим критерiєм для перевiрки перестановочностi мно-
гочленiв. Вiзьмемо конкретнi приклади: чи є перестановочними многочлени
x4 + 1 , x3 − 2x над полем F3 ?

Для доведення скористаємося критерiєм перестановочностi, який був
сформульований у теоремi 2.. Розглянемо степенi многочленiв:

deg((x4 + 1)2(mod (x3 − x))) = deg(3x2 + 1) = 2,

deg((x3 − 2x)2(mod (x3 − x))) = deg(x2) = 2,

Умова 1) теореми 2 виконуються.
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Перевiримо другу умову: t = 1

deg((x4 + 1)(mod (x3 − x))) = deg(x2 + 1) = 2,

deg((x3 − 2x)2(mod (x3 − x))) = deg(−x) = 1,

Умова 2) виконується тiльки для многочлена x3−2x . Значить многочлен
x3 − 2x над полем F3 є перестановочним. Многочлен x4 + 1 над полем F3

— неперестановочний.
Отже, множина перестановочних многочленiв Fq , степiнь яких менше q ,

утворюють групу вiдносно операцiї композицiї. Ця група iзоморфна симме-
тричнiй групi Sq , тобто групi всiх перестановок на множинi з q елементiв.

Таким чином, симетричну групу Sq , перестановок i її пiдгрупи можна
подати у виглядi груп перестановочних многочленiв.

Одержаний результат сформулюємо:

Теорема 6. Якщо q > 2 , то многочлен xq−2 разом з лiнiйними многочле-
нами над полем Fq породжує симетричну групу пiдстановок Sq .

Застосування перестановочних двучленiв в криптографiї
В сучасних криптосистемах, а саме у самому поширеному криптографi-

чному протоколi RSA з вiдкритим ключем в якостi шифруючих функцiй ви-
користовуються одночлени. Використання бiльш складних перестановочних
многочленiв може пiдвищити криптостiйкiсть такого протоколу. На сьогоднi
задача дослiдження питання про властивостi перестановачних многочленiв
над скiнченими полями, i питання можливостi їх застосування в криптогра-
фiї є надзвичайно важливою i актуальною.

Перестановочнi двучлени є одними з простих за формою многочленiв,
але при цьому їх властивостi погано вивченi. На сьогодняшний день не iснує
критерiю, який дозволяв би будувати випадковi перестановочнi двучлени,
немає достатньо великих серiй таких двучленiв, а також вiдсутнi точнi оцiнки
кiлькостi перестановочних двучленiв.

В роботi [4] дослiджуються перестановочнi многочлени у формi
xrh(x(q−1)/d) над скiнченними полями Fq , де d|(q− 1) , i був отриманий кри-
терiй перестановочного многочлена у такiй формi. Цей критерiй був згодом
спрощено у роботах [6], [7] до приведеного нижче.

Теорема 7. Нехай d, r > 0 , d|(q − 1) та h(x) ϵ Fqx .
Тодi f(x) = xrh(x(q−1)/d) є перестановачним многочленом в Fq тодi i

тiльки тодi, коли виконуються двi умови:
1) gcd(r, (q − 1)/d) = 1 ;
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2) xrh(x(q−1)/d) є бiєкцiєю над µd , де µd — множина коренiв степеня
d iз одиницi в скiнченому полi Fq .

У разi малих значень d , критерiй теореми 1 є ефективним, так як може
бути перевiрений за час O(d2 log p) .

У роботi [4] також було доведено, що вся множина таких многочленiв у
скiнченому полi Fq утворює групу, порядок якої приведений нижче:

Nd,q = d!

(
q − 1

d

)d

ϕ

(
q − 1

d

)
де ϕ(n) — функцiя Ейлера.

Будь-який перестановочний двучлен αxn+βxm , де n < m можна подати
у виглядi xnh(x(q−1)/d) , де d = gcd(q−1, m−n) та h(x) = α+βxd(m−n)/(q−1) .
Це значить, що теорема 1 також може бути застосована i до двучлена, i, у
випадку малих значень d , така перевiрка являється ефективною.

У роботi [5] доведено, що, якщо двучлен αxn + βxm є перестановачним
над простим полем Fq , то gcd(m − n, p − 1) >

√
p − 1 i iз цього слiд, що

d <
√
p+ 1 .

Теорема 8. Якщо xn + αxm — перестановачний двучлен над простим по-
лем Fq , тодi gcd(m− n, p− 1) >

√
p− 1 .

У роботi [5] висувається гiпотеза, що d < 2 log p , перевiрено експеримен-
тально для усiх значень p до 10000. Перерахованi в даннiй роботi переста-
новочнi двучлени для усiх простих скiнчених полiв Fq , де p < 15000 , також
узгоджуються з цiєю гiпотезою. У випадку виконання гiпотези, задача пе-
ревiрки перестановочностi для будь-якого двучлена може бути розв’язання
ефективно за час O(log3 p) , якщо реалiзувати критерiй теореми 7.

Многочлени у формi xrf(x(q−1)/d) замкнутi вiдносно операцiї композицiї
для фiксованого d . Iз цього слiдує, що многочлен обернений до перестаново-
чного многочлена у формi xrf(x(q−1)/d) також можна подати у такiй формi,
так як обернений многочлен циклiчної групи, породженої даної перестано-
вочним многочленом вiдносно операцiї композицiї. На основi цього можна
зробити висновок, що кiлькiсть членiв у зворотному многочленi не перевищує
числа d . Ефективний спосiб обчислення коефiцiєнтiв зворотного многочлена
отриманий в роботi [8] i складнiсть його складає O(d2 log p) .

В роботi [9] був запропонований спосiб побудови перестановочних дву-
членiв над скiнченними полями, що дає можливiсть побудувати модельний
криптографiчний протокол з використанням двучленiв в якостi шифруючих
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функцiй, аналогiчний криптографiчному протоколу RSA. Для перестаново-
чних двучленiв axn + bxm в [9] було доведено, що такий протокол буде
ненадiйним, тому що сам вид функцiї шифрування дозволяє факторизувати
модуль, за яким виконується обчислення, i через це протокол стає нена-
дiйним. Що стосується використання в якости функциї шифрування бiльш
складних многочленiв, залишається вiдкритим. В [10] описаний алгоритм пе-
релiку, дослiдженi властивостi перестановочних многочленiв малої довжини
над простими скiнченними полями, сформульованi гiпотези про класифiка-
цiю перестановочних многочленiв, якi мiстять не бiльше п’яти членiв.

Висновки
Перестановочнi многочлени над скiнченними полями и кiльцями Z/nZ

залишаються кандидатами на застосування їх в якостi функцiй шифрування
тому, що обчислення коефiцiєнтiв зворотного перестановочного многочлена
є обчислювально складною задачею. Перестановочнi двучлени є одними з
простих за формою многочленiв, але їх використання в якостi функцiї ши-
фрування в протоколi RSA робить його ненадiйним. Можливо пiдiйдуть для
використання перестановочнi трьохчлени, але для випадку сильних простих
чисел клас перестановочних трьохчленiв сильно обмежений. Крiм того поки
що не iснує критерiю, який дозволяв би будувати випадковi перестановочнi
многочлени, немає достатньо великих серiй таких многочленiв, а також вiд-
сутнi точнi оцiнки кiлькостi таких многочленiв.
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Application permutation polynomials in cryptography
This paper provides an overview of the results of permutation polynomials over

finite fields, ie these polynomials for which corresponding polynomial functions are
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АЛГОРИТМ ФОРДА-ФАЛКЕРСОНА

В роботi наведено реалiзацiю методу Форда-Фалкерсона для знаходження максимального
потоку у транспортнiй мережi засобами мови програмування Pascal. Для реалiзацiї методу
Форда-Фалкерсона використовується метод обходу графа в глибину, що реалiзований в
мовi програмування Pascal рекурсiєю.

Ключовi слова: рекурсiя, обхiд в глибину, метод Форда-Фалкерсона

Вступ
В наш час iнформацiйнi технологiї займають одне з найважливiших мiсць

у всiх сферах нашого життя. Комп’ютери застосовуються скрiзь: в навчаннi, в
менеджментi, в торгiвлi, на виробництвi та в iнших видах дiяльностi людини.
Але функцiонування будь-якого комп’ютера неможливе без необхiдних про-
грам, а отже i алгоритмiв, на основi яких пишуться програми. Таким чином,
рiзноманiтнi алгоритми щодня допомагають людинi у рiзних сферах дiяльно-
стi. I деякi з них вiдiграють дуже важливу роль в розвитку людства. Отже,
питання алгоритмiзацiї є дуже актуальними й потребують багато уваги для
подальшої розробки алгоритмiв та вдосконалення вже iснуючих. Поряд iз
цим, не може залишатися осторонь, також й процес програмування, як один
з фундаментальних роздiлiв iнформатики.

Однiєю за важливих задач, вирiшення якої допомагає оптимiзувати
транспортування вантажiв, побудову нафто-, водо- та газопроводiв, проекту-
вання електромереж є задача пошуку максимального потоку мережi. Для
вирiшення якої часто використовується метод Форда-Фалкерсона. Алгоритм
реалiзацiї якого, за допомогою методу обходу в глибину, ми i розглянемо
бiльш детально.

Об’єктом дослiдження є потоки в транспортних мережах.
Предметом дослiдження є процес знаходження максимального потоку у

транспортнiй мережi за допомогою алгоритму Форда-Фалкерсона.
c⃝Стьопкiн А.В., Пластун Д.А., 2016
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Метою дослiдження є реалiзацiя алгоритму Форда-Фалкерсона, за допо-
могою методу обходу графа в глибину, мовою програмування Pascal.

Основна частина
Вперше проблеми пов’язанi з транспортуванням потокiв у мережах були

розглянутi Канторовичем в 1933 роцi. Бiльше того — вiн розглядав бiльш
загальну задачу з рухом потоку рiдин рiзних типiв. Основи теорiї потокiв були
закладенi в перiод з листопада 1954 по грудень 1955 дослiдниками корпорацiї
RAND (Санта-Монiка, Калiфорнiя).

Перший звiт «Максимальний потiк в мережi» датується 19 листопада
1954. Автори звiту — Форд i Фалкерсон, довели теорему про максимальний
потiк i мiнiмальний розрiз для неорiєнтованих графiв: значення максималь-
ного потоку в мережi дорiвнює мiнiмальнiй пропускнiй здатностi розрiзу.
(Розрiзом в мережi називається розбиття множини її вершин на два непере-
сiчних класи, таких що джерело i стiк лежать у рiзних класах. Пропускною
здатнiстю розрiзу називається сума пропускних спроможностей ребер, кiнцi
яких лежать в рiзних класах). Робота Форда i Фалкерсона про потоки i роз-
рiзи [5] була мотивована вивченням транспортних мереж залiзниць. У тому
ж звiтi вони також описали простий алгоритм знаходження максимального
потоку для планарних графiв, що володiють такими додатковим властиво-
стями: пiсля додавання дуги з джерела в стiк граф залишається планарним.

У своєму першому звiтi про максимальнi потоки, Форд i Фалкерсон згада-
ли, що задача про максимальний потiк була сформульована Харрiсом насту-
пним чином: "Розглянемо транспортну мережу залiзних дорiг, що з’єднують
два мiста через деяке число промiжних мiст. Нехай також кожна дорога,
що сполучає два мiста, має деяку пропускну здатнiсть. Знайти максималь-
ний потiк в данiй мережi, враховуючи умову консервативностi (тобто для
будь-якого промiжного мiста величина потоку, що прийшла в мiсто дорiвнює
величинi потоку що вийшла з мiста)". Пiзнiше у своїй книзi «Потоки в ме-
режах» (1962), Форд i Фалкерсон дали бiльш точне посилання: в 1955 роцi
Гаррiс, у спiвавторствi з Россом, сформулювали просту модель для трафiку
в транспортних мережах, i розглядали цю задачу (про мiнiмальний розрiз).
Мова йде про секретний звiт Харрiса i Росса «Фундаментальний метод оцiн-
ки пропускних спроможностей транспортних мереж», датованому 24 жовтня
1955, i призначеному для ВПС США. На вiдмiну вiд Форда i Фалкерсона,
центральним завданням для Харрiса i Росса було завдання про мiнiмальний
розрiз. А її застосуванням: знаходження слабких мiсць у системi залiзниць
СРСР.
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(А саме, мiнiмальному розрiзу тут вiдповiдає мiнiмальний набiр транспорт-
них шляхiв, знищення якого завдасть критичнi пошкодження транспортному
сполученню СРСР).

Основнi поняття
Графом G := (V,E) називається об’єкт, який заданий парою множин

(V,E) , де V — множина вершин, E ⊆ V × V — множина ребер. Граф
називається скiнченним, якщо множини його вершин i ребер є скiнченними.
Множину вершин графу G позначають V (G) , а множину ребер — E(G) .

Розглядають також орiєнтованi графи.
Орiєнтованим графом (орграфом) називається граф G = (V,A) , в

якому (vi, vj) — впорядкована пара, де V — множина вершин , а елементи
A називають дугами або орiєнтованими ребрами.
Якщо (vi, vj) = (vj, vi) то граф — неорiєнтований, а елементи E називаю-
ться ребрами.

При зображеннi орiєнтованих графiв напрямки ребер позначаються стрiл-
ками. Кожному неорiєнтованому графу можна поставити у вiдповiднiсть
орiєнтований граф з тiєю самою множиною вершин, в якiй кожне ребро замi-
нено двома орiєнтованими ребрами, що є iнцидентними тим самим вершинам
i мають зворотнi напрямки.

Граф G = (V,E) називається зваженим, якщо його ребра (дуги) або
вершини мають додатковi характеристичнi ознаки (вагу).

Мережу можна представити як систему, яка транспортує деякий про-
дукт з однiєї точки в iншу. Цим продуктом можуть бути люди, електроенер-
гiя, природнiй газ, нафта та багато iншого. Використовуючи таке представле-
ння розглянемо мережу як орiєнтований граф, де кожному ребру e = (v, u)
вiдповiдає додатне дiйсне число c(e) , яке називається пропускною спромо-
жнiстю ребра e . Якщо мiж вершинами немає ребра, то пропускна спромо-
жнiсть дорiвнює нулю. Такий граф не може мати петель, адже розглядаються
задачi для транспортування продукту тiльки мiж рiзними вершинами. Необ-
хiдна умова: орiєнтований граф повинен бути зв’язним, адже якщо є шлях
з s в t , то нас будуть цiкавити тiльки компоненти, якi мiстять s та t . Роз-
глянемо також особливу вершину s , яка називається джерелом, — степiнь
заходу в неї дорiвнює 0 (d+(S) = 0) , а також вершину t , яка називається
стоком, — степiнь виходу з неї дорiвнює також 0 (d−(T ) = 0) .

Мережа — це орiєнтований граф G = (V,E) разом з ваговою функцiєю
c : E → R+ та видiленими вершинами s та t , такими що d+(s) = 0 та
d−(t) = 0 .
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Для кожного ребра e розглянемо значення функцiї f(e) , яке визначає
потiк через це ребро. Зрозумiло, що величина потоку в ребрi не може пе-
ревищувати пропускну спроможнiсть цього ребра. Також будемо вимагати,
щоб потiк, який заходить у вершину дорiвнював потоку, який виходить з
вершини.

Нехай S — пiдмножина множини вершин V та T = V \S . Тодi множина
P = {e : e ∈ (S, T )} називається розрiзом. Якщо s ∈ S та t ∈ T , то розрiз
називається s− t розрiзом [1,2,4].

Знаходження максимального потоку у транспортнiй мережi за до-
помогою алгоритму Форда-Фалкерсона.

Iдея алгоритму [3] полягає в наступному. Ми вибираємо такий шлях вiд
джерела до стоку, щоб для кожного ребра залишкова пропускна здатнiсть
була строго бiльше нуля. При цьому ребра на даному шляху можуть прохо-
дитися як у прямому, так i в зворотному напрямку. Вибираємо мiнiмальне
значення серед залишкових пропускних спроможностей ребер даного шляху.
Збiльшуємо потiк на кожному з ребер даного шляху на обране мiнiмаль-
не значення. Далi шукаємо наступний аналогiчний шлях. Робота алгоритму
продовжується до тих пiр, поки вдається знаходити данi шляхи. Вiдразу вiд-
значимо, що даний алгоритм вiдноситься до класу недетермiнованих, тобто
кожен наступний крок алгоритму визначено неоднозначно. I час роботи (кiль-
кiсть крокiв) алгоритму залежить вiд того, як будуть вибиратися кроки.

Алгоритм Форда-фалкерсона:
1. Прирiвнюємо до нуля всi потоки. ∀e(vi, vj) ∈ E f(e) = 0 . Залишкова

мережа спочатку збiгається з вихiдною мережею;
2. У залишкової мережi знаходимо будь-який шлях з джерела s у стiк

t . Дуги якого задовольняють умовi f(vi, vj) 6 c(vi, vj) . Якщо такого
шляху немає, то потiк у мережi максимальний;

3. Пускаємо через знайдений шлях (вiн називається збiльшувальним шля-
хом) максимально можливий потiк;

4. На знайденому шляху в залишковiй мережi шукаємо ребро з мiнiмаль-
ною пропускною здатнiстю Cmin ;

5. Для кожного ребра на знайденому шляху збiльшуємо потiк на Cmin , а
в протилежному йому — зменшуємо на Cmin ;

6. Модифiкуємо залишкову мережу. Для всiх ребер на знайденому шляху, а
також для протилежних їм ребер, обчислюємо нову пропускну здатнiсть.
Якщо нова пропускна здатнiсть не дорiвнює нулю, додаємо ребро до
залишкової мережi, а якщо дорiвнює нулю, стираємо його;

7. Повертаємося на крок 2.
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Важливо те, що алгоритм не конкретизує, який саме шлях ми шукаємо на
кроцi 2 або як ми це робимо. З цiєї причини алгоритм гарантовано сходиться
тiльки для цiлих пропускних спроможностей, але навiть для них при великих
значеннях пропускних спроможностей вiн може працювати дуже довго або
зовсiм не привести до оптимального рiшення.

Реалiзацiя алгоритму Форда-Фалкерсона мовою програмування
Pascal.

Алгоритм Форда-Фалкерсона в паскалi можна реалiзувати через пошук в
глибину або через пошук в ширину. Ми реалiзуємо цей алгоритм через пошук
в глибину.

Вхiдними даними буде масив який визначає пропускну здатнiсть кожної
дуги, якщо дуги не iснує її пропускна здатнiсть дорiвнює нулю. Оскiльки в
транспортнiй мережi не може бути петель i дуги не можуть вести назад в
джерело, та назад зi стоку то програма не вимагає їх вводу.

Результатом цiєї програми буде число яке буде дорiвнювати максималь-
ному потоку в мережi.
program FordFulkerson;

uses crt;
const maxv=10; //кiлькiсть вершин графу
var k,Cmin,Fmax,i,j:integer;
graph: array [1..maxv, 1..maxv] of integer; //граф заданий масивом
visited: array [1..maxv] of integer; //масив вiдвiданих вершин
pathv: array[1..maxv] of integer; //масив вершин, що входять у

збiльшуваний шлях
pathe: array[1..maxv-1] of integer; //масив пропускної спроможностi ребер,

що входять у збiльшуваний шлях
procedure aff(v: integer);

var i: integer;
begin

visited[v]:=1;
pathv[k]:=v;
for i := 1 to maxv do if (graph[v,i]>0) and (visited[i]=0) then //шукаємо

вершини для збiльшуваного шляху
begin

k:=k+1;
aff(i);

end;
if v=1 then exit;
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if (v>1) and (v<maxv) then
begin

for i:=1 to k-1 do visited[pathv[i]]:=0;
visited[v]:=1;
for i:= 1 to maxv do pathv[i]:=0;
for i:=1 to maxv-1 do pathe[i]:=0;
k:=1;
v:=1;
aff(1);

end;
if v=maxv then

begin
for i:=1 to k-1 do pathe[i]:=graph[pathv[i],pathv[i+1]];
Cmin:=pathe[1];
for i:=1 to k-1 do if Cmin>pathe[i] then Cmin:=pathe[i];
if Cmin=0 then exit;
Fmax:=Fmax+Cmin;
for i:=1 to k-1 do

begin
graph[pathv[i],pathv[i+1]]:=graph[pathv[i],pathv[i+1]]-Cmin;
graph[pathv[i+1],pathv[i]]:=graph[pathv[i+1],pathv[i]]+Cmin;

end;
writeln;
write(’Вiдвiданi вершини: ’);
for i:=1 to k do write(pathv[i],’ ’);
writeln(’Максимальний потiк в даному шляху - ’,Cmin);
for i:=1 to maxv do

begin
graph[i,1]:=0;
graph[maxv,i]:=0;

end;
writeln(’Модифiкований граф’);
for i:=1 to maxv do

begin
for j:=1 to maxv do write(graph[i,j], ’ ’);
writeln;

end;
for i:=1 to maxv-1 do pathe[i]:=0;
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for i:=1 to maxv do pathv[i]:=0;
k:=1;
for i:=1 to maxv do visited[i]:=0;
aff(1);

end;
end;
procedure vvod;

var i,j:integer;
begin

for i:=1 to maxv do for j:=1 to maxv do graph[i,j]:=0;
for i:=1 to maxv-1 do
for j:=2 to maxv do
if i<>j then

begin
write(’Введiть пропускну здатнicть дуги, 0 - якщо дуги немає
(’,i,’,’,j,’) = ’);
readln(graph[i,j]);

end;
writeln(’Початковий граф’);
for i:=1 to maxv do

begin
for j:=1 to maxv do write(graph[i,j], ’ ’);
writeln;

end;
end;

begin
clrscr;
k:=1;
vvod;
aff(1);
writeln;
writeln(’Максимальний потiк в мережi - ’,Fmax);
readln();
end.
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Висновки
В представленiй роботi розглядався алгоритмом Форда-Фалкерсона та

його використання на практицi. На основi цього алгоритму було складе-
но програму пошуку максимального потоку в мережi. Отриманi результати
дослiдження, зокрема розроблену програму можна використовувати для ви-
вчення теорiї алгоритмiв, побудови програм з використанням рекурсiї, також
можна застосовувати програми для розрахунку максимального потоку в ме-
режах. Робота буде корисна студентам при вивченнi дискретної математики,
або iнформатики.
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Ford–Fulkerson algorithm
Realization of Ford-Fulkerson method for finding maximum flow in

transportational network by means of Pascal programming language is considered
in the work. Depth-first search method, which is realized in Pascal programming
language by a recursion is used for implementation of Ford-Fulkerson method.
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АНАЛIЗ
СУЧАСНИХ ОПЕРАЦIЙНИХ СИСТЕМ

НА ПРИКЛАДI ОСТАННIХ ВЕРСIЙ WINDOWS ТА LINUX.

У статтi висвiтлено функцiонування та ефективнiсть найновiших на даний час операцiй-
них систем, а саме останнiх версiй Windows та Linux. Розглянуто доцiльнiсть використання
операцiйних систем Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon та Windows 10, вказано переваги
та недолiки кожної.

Ключовi слова: операцiйна система, Windows, Linux.

Вступ
В сучасному суспiльствi однiєю з найбiльш актуальних проблем є ефе-

ктивне використання iнформацiйних технологiй. Це зумовлено швидким роз-
витком iнформацiйних технологiй, що характеризується змiною технiчних
засобiв, методiв та сфер їх застосування. Використання комп’ютерної технi-
ки в усiх сферах життя суспiльства призводить до висновку, що культура
спiлкування з обчислювальною технiкою стає одним iз основних елементiв
загальної культури людини. В свою чергу знання та умiння працювати з опе-
рацiйною системою є обов’язковим елементом спiлкування з комп’ютером, що
забезпечує успiшнiсть користування сучасною комп’ютерною технiкою.[5]

Метою статтi є дослiдження та порiвняння характеристик операцiйних
систем Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon та Windows 10.

Рiзнi аспекти роботи операцiйних систем Linux та Windows дослiджували
Н. Петрели «Windows и Linux: что безопаснее?», S. Quandt «Linux and Wi-
ndows security compared». Зокрема безпосередньо порiвнювали у своїх роботах
данi операцiйнi системи М. Демидов «Меняем Windows на Linux», I. Сухов
«Что лучше, Linux или Windows?»

c⃝Кайдан Н.В., Панюхно В.Д., 2016
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Основна частина.
Сучасна операцiйна система являє собою складний комплекс програмних

засобiв, що забезпечують користувача не тiльки стандартизованою систе-
мою введення-виведення iнформацiї та системою управлiння, але й спрощує
роботу з комп’ютером. В нашiй роботi ми розглянемо та порiвняємо характе-
ристики найбiльш популярних на сьогоднi версiй операцiйних систем Linux
та Windows – Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon та Windows 10.

Доступнiсть
Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon – практично безкоштовна система.

Лiцензiя дозволяє не тiльки копiювати i поширювати soft, а й надаються
вихiднi тексти.

Розробники Windows 10 наголошують, що остання версiя абсолютно без-
коштовна, але ж щоб обновити свiй комп’ютер до Windows 10 необхiдно
спочатку встановити найновiшi версiї Windows 7 або Windows 8 (цiна в Укра-
їнi приблизно 3788 грн.).

Системнi вимоги
Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon:
• DVD-привод или USB-порт;
• Оперативна пам’ять: 512MB (рекомендується 1GB);
• Дисковий простiр: 9GB (рекомендується 20GB);
• Екран: 800× 600 .

Windows 10:
• Процесор або система на чипi з мiнiмальною тактовою частотою 1 ГГц;
• Оперативна пам’ять: 1 ГБ (для 32-розрядної версiї) або 2 ГБ (для 64-

розрядної версiї);
• Дисковий простiр: 16 ГБ (для 32-розрядної версiї) або 20 ГБ (для 64-

розрядної версiї);
• Екран: 800× 600 .

Iнсталяцiя ОС
Установка Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon не викликає великої

складностi. Її можна встановити, як повнiстю замiнивши будь-яку версiю
Windows, так i паралельно з Windows. Також Linux Mint 17.2 «Rafaela»
Cinnamon дуже просто встановити на USB-накопичувач або переносний жорс-
ткий диск. [1]

Оновитись до Windows 10 можна безпосередньо з головного сайту Mi-
crosoft, але при умовi попередньо встановленої на комп’ютер останньої версiї
Windows 7 або Windows 8. Крiм того, жодна версiя Windows не передбачає
установку на USB-накопичувач або переносний жорсткий диск.
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Безпека
Для Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon практично не iснує вiрусiв. До

того ж завжди можна обмежитися установкою програм iз Software center, де
вони перевiренi i стовiдсотково «чистi».

Користуючись Windows 10 можна пiдхопити велику кiлькiсть вiрусiв,
тому треба багато уваги придiляти наявностi та ефективностi антивiрусних
програм.[4]

Графiчна оболонка
В Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon дiє графiчна оболонка Cinnamon,

яка заснована на середовищi GNOME. Вона активно розвивається розро-
бниками Linux Mint. Пiдтримує тайлiнг вiкон (чого немає в Windows) та
вiртуальнi робочi столи. Тайлiнг вiкон – ґрунтується на iдеї, що i консольна
утилiта screen або двохпанельнi тайловi менеджери – розщеплюваннi екрану
на ряд незалежних областей, в кожнiй з яких локалiзується вiкно iз запуще-
ним у ньому додатку. У Cinnamon можливостi тайлiнга бiльш ширшi, вiкна
можна розмiщувати, як на пiвекрану, так i на чверть. [2]

Графiчна оболонка Windows 10 - це щось середнє мiж графiчною обо-
лонкою Windows 7 i Windows 8. Нарештi були реалiзованi у Windows 10
вiртуальнi робочi столи (в Linux вони з’явились вже давно). Завдяки цiй
функцiї розробники повноцiнно використовують всi можливостi багатоядер-
них процесорiв та захищають нас вiд так званих «зависань». Якщо якась
програма показала помилку, а Windows перестав вiдповiдати на запити –
просто переключiться на iнший робочий стiл спецiальною кнопкою, яка зна-
ходиться бiля кнопки «Пуск». У Windows 10 повернули славнозвiсне меню
«Пуск», якого так не вистачало практично всiм, хто щойно встановив собi
Windows 8 пiсля багаторiчного користування Windows 7. Тепер воно в собi
об’єднує, окрiм стандартних функцiй, якi були в нього у Windows 7, ще й
деякi функцiї iз Windows 8.

Унiверсальнiсть
Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon призначена лише для ПК.
Windows 10 встановлюється на бiльш ширший спектр пристроїв, на вiд-

мiну вiд попереднiх версiй цiєї OC. У число цих пристроїв входять не тiльки
ПК, ноутбуки, планшети, але й смартфони та телевiзори.

Наведемо ще деякi вiдмiнностi мiж Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon
та Windows 10 :

Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon пристойно працює одразу пiсля уста-
новки. У Windows 10 також одразу, автоматично, встановлюються абсолютно
всi драйвера для ПК (порiвняно iз попереднiми версiями).
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Windows 10 потребує значну кiлькiсть ресурсiв, порiвняно з Linux Mint
17.2 «Rafaela» Cinnamon, що є менш вимогливою до ресурсiв вашого ПК.

Для прихильникiв комп’ютерних iграшок, безумовно, бiльш бажано ви-
користання Windows 10. Стандартнi iгри Windows 10 вражають рiзноманi-
тнiстю, на вiдмiну вiд Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon.

Дуже яскрава та незвичайна вiдмiннiсть – це поява у Windows 10 таких
функцiй як Cortana та Windows Hello.

Windows Hello – це бiльш персоналiзований спосiб входу до ваших при-
строїв iз Windows 10 за допомогою одного погляду або дотику. Пристрої
Surface Pro 4, Surface Book i бiльшiсть комп’ютерiв iз сканерами вiдбиткiв
пальцiв уже готовi до використання Windows Hello, а незабаром буде випу-
щено iншi пристрої, якi зможуть розпiзнавати ваше обличчя та райдужну
оболонку. У роздiлi Windows Hello вiдображатимуться параметри розпiзна-
вання обличчя, вiдбиткiв пальцiв або райдужної оболонки, якщо комп’ютер
оснащений сканером вiдбиткiв пальцiв або камерою, яка пiдтримує цю фун-
кцiю. Пiсля налаштування функцiї ви зможете увiйти за допомогою швидкого
проведення пальцем або погляду.

Cortana – це особистий помiчник на ПК. Спочатку було запропоновано
користувачам Windows Phone а тепер i Windows 10. I це не просто особистий
помiчник. У довгостроковiй перспективi це можливiсть створити першу кон-
текстну операцiйну систему, яка знає вас так добре, що може спрогнозувати
вашу поведiнку i допомогти виконати потрiбнi завдання. Вивчаючи вашi упо-
добання, Cortana надає кориснi рекомендацiї, швидкий доступ до iнформацiї
i важливi нагадування.

Найбiльш унiкальний аспект Cortana – особистiсть. Так у вашого помi-
чника буде голос реальної особистостi. У нього буде свiй характер i поведiнка,
якi ретельно пропрацьовано. Cortana розумна, впевнена в собi i вiрна - i саме
цi якостi виявляються при спiлкуваннi голосом, у друкованих фразах i в ма-
нерi поведiнки анiмованого помiчника. З урахуванням цього був створений
реальний сценарiй взаємодiї, озвучений професiйною актрисою. Вiн вклю-
чає тисячi вiдповiдей на рiзнi питання, i завдяки їх варiабельностi, Cortana
сприймається як звичайна людина, а не просто робот з запрограмованими
вiдповiдями. Cortana зараз доступна у Windows 10 лише в США, Сполучено-
му Королiвствi, Китаї, Францiї, Iталiї, Нiмеччинi та Iспанiї. Але розробники
прогнозують її появу i в Українi. [3]

В Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon таких функцiй немає i в найближ-
чий час не передбачається.
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Висновки
Для визначення ефективностi використання користувачем сучасних опе-

рацiйних систем було порiвняно Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon та Wi-
ndows 10. У процесi порiвняння було визначено, що Windows 10 – бiльш
сподобається людям, яким потрiбен мультимедiйний центр (музика, кiно, iн-
тернет, iгри) i тим, кому цiкавi сучаснi технологiї.

Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon, - найкращий варiант для навчан-
ня та серверiв. Професiонали (програмiсти, хакери, системнi адмiнiстратори)
люблять цю систему за високу гнучкiсть i надiйнiсть.

Таким чином, у кожної з представлених систем є як свої сильнi, так i
слабкi сторони, i на питання, що вибрати: Linux Mint 17.2 «Rafaela» Cinnamon
чи Windows 10, однозначної вiдповiдi немає i бути не може – все визначається
потребами конкретної людини. Цi системи дуже рiзнi i пiдходять пiд рiзнi
потреби.
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ВИКОРИСТАННЯ ХМАРНИХ ТЕХНОЛОГIЙ В
ФОРМУВАННI САМООСВIТНЬОЇ КОМПЕТЕНТНОСТI

МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ

Сучасний вчитель вiдповiдно до концепцiї iнформацiйного суспiльства повинен володiти
самоосвiтньою компетентнiстю, яка дозволяє бути фахiвцем протягом всiєї професiйної дi-
яльностi. Формування самоосвiтньої компетентнi є складний i багатогранний процес який
необхiдно упорядкувати та прискорити шляхом застосування хмарних технологiй.

Ключовi слова: самоосвiтня компетентнiсть, хмарнi технологiї

Вступ
Iнформатизацiя суспiльства безпосередньо впливає й на iнформатиза-

цiю освiти, успiшнiсть якої визначається багатьма чинниками, одним з яких
є готовнiсть суб’єктiв освiтньої дiяльностi до використання iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй (IКТ). Iнформацiйнi технологiї, як одна з найди-
намiчних галузей людської дiяльностi сьогодення потребує постiйного оновле-
ння знань та набуття нових через появу нових технологiй. Останнє можливе
тiльки при наявностi сформованої самоосвiтньої компетентностi, яка, в свою
чергу, повинна бути тiсно пов’язана з широким використанням iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй.

Сучаснi iнформацiйнi технологiї спираються, в бiльшостi випадкiв, на
використання комп’ютерних мережевих технологiй, зокрема набули популяр-
ностi хмарнi технологiї через низку своїх переваг як то: постiйна доступнiсть,
унiфiкований iнтерфейс, вiдкритi формати файлiв, невимогливiсть до клiєнт-
ської частини. Цi переваги виявились корисними при використаннi хмарних
технологiй в освiтнiй дiяльностi, а отже, й в електронному навчаннi. Тим
не менш, залишається проблема методичного наповнення механiзмiв вико-
ристання хмарних технологiй в самоосвiтнiй дiяльностi майбутнiх учителiв,
розгляд рiзних аспектiв формування самоосвiтньої компетентностi засобами
IКТ та проблема взаємодiї хмарних технологiй i класичних освiтнiх техноло-
гiй в змiшанiй формi навчання.

c⃝Федоренко О.Г., Величко К.В., 2016
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Проблема iнформатизацiї освiти в сучасних дослiдженнях представле-
на досить широко, але основи iнформатизацiї освiти були закладенi в пра-
цях В. Бикова, Б. Гершунського, А. Єршова, М. Жалдака, В. Iзвозчикова,
Ч. Кларка, К. Колiна, М. Лапчика, Ю. Машбиця, В. Монахова, I. Пiдласого,
Є. Полат, Ю. Рамського, I. Роберт, Г. Селевка, О. Спiрiна, Н. Тализiної та
iн. Питанням теорiї використання хмарних технологiй в освiтнiй дiяльностi
займались такi вченi, як В. Биков, Н. Морзе, З. Сейдаметова, С. Семерiков,
О. Спiрiн, М. Шишкiна, R. Griffith та iн. Питання формування самоосвiтньої
компетентностi розглядали А. Громцева, Г. Коджаспiрова, I. Лернер, I. На-
умченко, Б. Райський, М. Скаткiн, Г. Сухобська та iн. Однак, залишається не
вивченою проблема використання хмарних технологiй в органiзацiї та прове-
деннi самоосвiтньої дiяльностi майбутнiх учителiв.

Метою дослiдження є вивчення можливостей застосування хмарних тех-
нологiй в самоосвiтнiй дiяльностi майбутнiх учителiв.

Основна частина
Хмарнi технологiї — це технологiї обробки даних, в яких комп’ютернi ре-

сурси надаються Iнтернет-користувачевi як онлайн-сервiс. Слово «хмара» в
даному випадку присутня як метафора, що уособлює складну iнфраструкту-
ру, яка приховує за собою всi технiчнi деталi. Згiдно документацiї IEEE (Insti-
tute of Electrical and Electronics Engineer), хмарнi технологiї — це «парадигма,
яка постiйно зберiгає для користувача iнформацiю на iнтернет-серверах i ли-
ше тимчасово кешується на сторонi користувача». Це можуть бути не тiльки
стацiонарнi комп’ютернi системи, а й ноутбуки, планшети, смартфони i т.iн.

З.Сейдаметова, Е. Аблялимова та iн. до переваг використання хмарних
технологiй в освiтнiй дiяльностi вiдносять [2, с. 84]:

• мiнiмальнi вимоги до апаратного забезпечення;
• вiдсутнє спецiальне програмне забезпечення;
• реалiзацiя на всiх без винятку платформах;
• можливiсть використання мобiльних пристроїв;
• зменшення витрат на апаратне та програмне забезпечення

З появою хмарних технологiй змiнюється й напрямок iнформатизацiї освi-
ти. Так, наприклад, В. Биков зазначає, що з появою хмарних технологiй
повинно набути вiдповiдного розвитку законодавчо-правове та нормативно-
iнструктивне забезпечення iнформатизацiї освiти i науки, необхiдно викона-
ти науковi дослiдження, результати яких утворять необхiдний психолого-
педагогiчний фундамент сучасного етапу iнформатизацiї освiти на засадах
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концепцiї хмарних технологiй [1]. Такий напрямок подальшої iнформатизацiї
освiти пов’язаний також зi змiною прiоритетiв пiдготовки майбутнiх учителiв.
Через постiйне оновлення технологiй неможливо пiдготувати фахiвця який
має лише знання, необхiдно пiдготувати фахiвця який має вмiння вчитись,
що, в свою чергу, є прямим наслiдком самоосвiтньої компетентностi.

З точки зору часової локалiзацiї самоосвiта здiйснюється в робочий i вiль-
ний час; за спрямованiстю видiляється професiйна та загальнорозвиваюча
самоосвiта; за цiльовим критерiєм самоосвiтня дiяльнiсть може бути орiєнто-
вана на професiйне та загальнокультурне зростання. Змiстовним критерiєм
класифiкацiї самоосвiтньої дiяльностi можуть бути мотиви, iнтереси, потре-
би, цiннiснi орiєнтацiї, установки, позицiї тощо.

Прогнозуючи перехiд вiд знання про самоосвiтню дiяльнiсть до вмiнь
самоосвiтньої дiяльностi можна говорити про самоосвiтню компетентнiсть.
Формування самоосвiтньої компетентностi є складним i багатогранним про-
цесом який визначається структурою самоосвiтньої компетенцiї [3]:

• мотивацiйно-цiннiсний;
• органiзацiйний;
• процесуально-iнформацiйний;
• контрольно-рефлексивний.

Формування кожного з компонентiв самоосвiтньої компетентностi перед-
бачає певний набiр методiв його формування. Отже, говорячи про мотива-
цiйно-цiннiсний компонент, в рамках нашого дослiдження, слiд говорити про
широке та виправдане використання хмарних технологiй в поєднаннi з тра-
дицiйними методами навчання. Використання хмарних технологiй в аудитор-
ному навчаннi стимулює майбутнiх учителiв до активного його використання
й в самоосвiтнiй дiяльностi, а якiсне використання хмарних технологiй – до
створення певного рiвня цiнностей якiсних електронних освiтнiх ресурсiв.

Органiзацiйний компонент самоосвiтньої дiяльностi може бути сформова-
ним не тiльки чiткiстю та однозначнiстю результатiв роботи iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй, а й спецiальними додатками органiзацiї та пла-
нування робочого, в нашому випадку, навчального часу.

Процесуально-iнформацiйний компонент вiд самого початку побудова-
ний на iнформацiйно-комунiкацiйних технологiях, як створених людством
засобах прискорення й спрощення iнформацiйної дiяльностi, та хмарних
технологiях як унiфiкованих засобах сучасних iнформацiйних технологiй.
А отже, прямим наслiдком їх використання є сформований процесуально-
iнформацiйний компонент.
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Контрольно-рефлексивний компонент самоосвiтньої компетентностi слiд
формувати через хмарнi технологiї он-лайн тестування, розробки пiдсумко-
вих робiт, аналiзу отриманих даних.

Оскiльки, в кожному з компонентiв самоосвiтньої компетентностi не тiль-
ки можна, а навiть необхiдно використовувати iнформацiйно-комунiкацiйнi
технологiї, то можна говорити про iнформатизацiю самоосвiтньої дiяльностi
майбутнiх учителiв.

Суть iнформатизацiї самоосвiтньої дiяльностi майбутнiх учителiв слiд ви-
значити як створення повноцiнних умов для вiльного доступу до великих
об’ємiв актуальної iнформацiї в базах даних, базах знань, електронних архi-
вах, довiдниках, енциклопедiях тощо; органiзацiю самоосвiтньої дiяльностi та
контролю якостi засобами iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй. У вiдпо-
вiдностi до обраних завдань iнформатизацiї самоосвiтньої дiяльностi можна
навести хмарнi технологiї, якi можуть бути використанi на означених етапах
(Табл.1).

Етапи самоосвiтньої дiяльностi Використання хмарних технологiй
пошук та накопичення iнфор-
мацiйного матерiалу

пошуковi системи, тематичнi групи, фа-
ховi сайти, форуми, блоги, файловi схо-
вища, вiдеосховища, бази даних та знань

опрацювання та засвоєння нав-
чальної iнформацiї

хмарнi офiснi додатки, хмарнi лаборато-
рiї та тренажери, хмарнi обчислювальнi
ресурси

поточний та граничний кон-
троль засвоєння нових знань,
умiнь та навичок, виконання
пiдсумкових робiт

системи он-лайн тестування, хмарнi офi-
снi додатки

Табл. 1: Можливiсть використання хмарних технологiй в самоосвiтнiй дiяльностi

Висновки
Розглянувши взаємозв’язок формування самоосвiтньої компетентностi з

використанням iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй, приходимо виснов-
ку, що зважене використання хмарних технологiй дозволяє не тiльки отрима-
ти iнструмент самоосвiтньої дiяльностi майбутнiх учителiв, а й сформувати
самоосвiтню компетентнiсть майбутнiх учителiв, що в свою чергу є одним з
основних умiнь сучасного вчителя.
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The use of cloud technology in formation the self-educational
competence of future teachers

The modern teacher under the concept of the information society must have
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process that needs to streamline and accelerate with cloud technology.
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ЗАСТОСУВАННЯ
ДИСТАНЦIЙНИХ ОСВIТНIХ ТЕХНОЛОГIЙ

ПIД ЧАС ВИВЧЕННЯ IНФОРМАТИКИ В ШКОЛI

У статтi розглянуто iнновацiйнi педагогiчнi проблеми дистанцiйного навчання, зокрема
введення елементiв дистанцiйного навчання в освiтнiй процес загальноосвiтнiх навчаль-
них закладiв. Проаналiзовано систему дистанцiйного навчання MOODLE й можливiсть її
застосування пiд час вивчення iнформатики в школi.

Ключовi слова: дистанцiйне навчання, загальноосвiтнiй навчальний заклад, iнфор-
матика.

Вступ
Дистанцiйне навчання впевнено впроваджується в освiтнiй процес шкiл

та вищих навчальних закладiв. Такi можливостi надають сучаснi телекому-
нiкацiйнi технологiї i, зокрема, мережа Iнтернет. Дистанцiйне навчання, що
базується на використаннi нових iнформацiйних технологiй i засобiв навчан-
ня, стає актуальним, тому що може найбiльш гнучко й адекватно реагувати
на потреби суспiльства i є високотехнологiчною формою отримання якiсної
освiти незалежно вiд мiсця проживання, часу й громадянства.

У сучасному свiтi спiлкування все частiше набуває вiртуального змiсту,
учнi стрiмко використовують мобiльнi пристрої, електронну пошту, чати, фо-
руми з метою комунiкацiї й спiлкування. Важливим завданням вважається
пiдготовка учнiв за короткий перiод набувати, перетворювати, сприймати й
застосовувати в життi величезну кiлькiсть iнформацiї. Одним iз варiантiв
розв’язання цiєї проблеми є застосування дистанцiйних освiтнiх технологiй
для реалiзацiї навчання iнформатики.

Останнiм часом з’явилася низка робiт, присвячених дистанцiйному на-
вчанню, що розглядають рiзнi його аспекти. Вивченню проблем органiзацiї
та реалiзацiї дистанцiйного навчання значну увагу придiляли вiтчизнянi та
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зарубiжнi вченi А. Андрєєв, В. Биков, Ю. Богачков, Д. Iванченко, В. Куха-
ренко, Н. Морзе, П. Стефаненко А. Хуторський та iн. Методичним та ди-
дактичним проблемам i перспективам використання сучасних iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй у навчальному процесi з iнформатики присвяченi
роботи Ю. Горошко, Л. Грамбовскої, М. Жалдака, Т. Крамаренко, В. Мона-
хова, С. Ракова, Ю. Рамського, Ю. Триуса, С. Шокалюк та iн.

Метою статтi є розкриття можливостей застосування дистанцiйних освi-
тнiх технологiй пiд час вивчення iнформатики в школi.

Основна частина
Через рiзнi пiдходи до осмислення визначення «дистанцiйне навчання»

науковцi наводять велику кiлькiсть його визначень. Згiдно одного з них,
дистанцiйне навчання означає форму органiзацiї й реалiзацiї освiтнього про-
цесу, за якою його учасники здiйснюють навчальну взаємодiю переважно
екстериторiально (тобто, на вiдстанi, яка не дозволяє й не передбачає без-
посередню навчальну взаємодiю учасникiв вiч-на-вiч, iнакше, коли учасники
територiально знаходяться поза межами можливої безпосередньої навчаль-
ної взаємодiї й коли в процесi навчання їх особиста присутнiсть у певних
примiщеннях навчального закладу не є обов’язковою) [5, с. 9].

Дистанцiйна форма навчання успiшно впроваджується у вишах, пiд час
професiйної пiдготовки та пiдвищення квалiфiкацiї кадрiв, пiд час самоосвi-
ти. У загальноосвiтнiх навчальних закладах дистанцiйна форма навчання
явище нове та її впровадження є необхiдною умовою для досягнення су-
часного рiвня якостi освiти. Дистанцiйне навчання в Українi регулюється
«Положенням про дистанцiйне навчання» [4].

Пiд час застосування дистанцiйних освiтнiх технологiй педагогiчна взає-
модiя, технологiя викладання, органiзацiя процесу навчання набувають зна-
чних змiн.

Iснують двi основнi моделi дистанцiйного навчання учнiв, якi створенi на
основi комп’ютерних мережевих технологiй:

— вiдсутнiсть безпосереднього спiлкування учня з учителем;
— передбачає безпосередню взаємодiю вчителя й учнiв.

Перша може бути використана в загальноосвiтнiх навчальних закладах,
наприклад, пiд час карантину або пiд час iнших не передбачуваних ситуацiях
[2, c. 45].

Для впровадження дистанцiйного навчання школярiв необхiдно, щоб були
розв’язанi такi проблеми:
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— необхiдно, щоб учнi мали належну комп’ютерну пiдготовку, в учня по-
винен бути домашнiй комп’ютер з виходом в Iнтернет;

— для органiзацiї дистанцiйного навчання необхiдна спецiальна програмно-
апаратна платформа (середовище навчання);

— пiдготовка педагогiчних кадрiв, якi будуть здатнi створювати навчальнi
ресурси й квалiфiковано супроводжувати процес дистанцiйного навчан-
ня (пiдготовка тьюторiв) [3, с. 37].

Основним елементом органiзацiї навчання з використанням
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй є дистанцiйний курс. Пiд ди-
станцiйним курсом розумiють комплекс навчально-методичних матерiалiв
та освiтнiх послуг, створених у вiртуальному навчальному середовищi для
органiзацiї дистанцiйного навчання на основi iнформацiйних i комунiкацiй-
них технологiй для реалiзацiї моделi дистанцiйного навчання [5]. Кожен
курс повинен мати якiсне iнформацiйне наповнення, структуру навчально-
методичних матерiалiв, логiку вивчення навчального курсу, чiткий графiк
виконання учнями навчального плану, критерiї, засоби й системи контролю
та оцiнювання, налагоджену систему взаємодiї учня й тьютора.

Здiйснення дистанцiйного навчання iнформатики може вiдбуватися у ви-
глядi послiдовностей технологiчних циклiв: пiдготовчого, навчального, пiд-
сумкового.

Пiд час пiдготовчого циклу учнi отримують можливiсть попереднього
вивчення i опанування знаннями в предметнiй галузi згiдно з логiкою тради-
цiйного навчального курсу, проектують особистi траєкторiї освоєння навчаль-
ного змiсту. Навчальний цикл вiдображає структуру навчального предмету
«Iнформатика» та передбачає обов’язковий зв’язок учителя й учнiв, засво-
єння учнями змiсту предмету, реалiзовує контроль та дiагностику з метою
корекцiї подальшої траєкторiї навчання. Пiдсумковий цикл нацiлений на пе-
ревiрку досягнутого рiвня засвоєння предмету.

Iснує велика кiлькiсть систем дистанцiйного навчання, якi уможливлю-
ють створення дистанцiйних курсiв для отримання освiти. До найбiльш по-
ширених систем дистанцiйного навчання можна вiднести наступнi: MOODLE,
Lotus Learning, мережева освiтня платформа e-University, Веб-клас тощо.

Ми зупинили свiй вибiр на системi управлiння навчанням MOODLE [1].
Ця система вiдноситься до класу вiльно поширюваного програмного забезпе-
чення, є безкоштовною, змiнюється вiдповiдно до потреб школи та iнтегру-
ється з iншими продуктами. Завдяки своїм функцiональним можливостям
система набула великої популярностi й успiшно конкурує з комерцiйними си-
стемами управлiння навчанням. Система управлiння навчанням MOODLE
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дозволяє реалiзувати освiтнє середовище, що мiстить всi тi модулi, наявнiсть
яких у складi середовища вважаємо обов’язковим, а саме: освiтнiй модуль,
модуль органiзацiї та управлiння процесом навчання, модуль комунiкацiї,
модуль контролю результатiв навчання й модуль управлiння освiтнiми ре-
сурсами та технiчною пiдтримки.

Система пiдтримки дистанцiйного навчання MOODLE є зручним прог-
рамним засобом для створення й пiдтримки навчального процесу в умовах
дистанцiйного або змiшаного навчання та надає користувачам такi можли-
востi:

1. Через мережу учень отримує навчальнi матерiали, для цього використо-
вуються такi елементи: Ресурс, Урок, Глосарiй, Семiнар та iн.

2. Забезпечення i пiдтримка можливостi взаємного спiлкування як мiж
учнями i вчителем, так i мiж учнями, якi беруть участь у курсi. Ви-
користовується e-mail, форум, завдання та iн.

3. Документування й збереження роботи, результатiв дискусiй, заданих пи-
тань та отриманих вiдповiдей.

4. Надання iнструментiв, якi можуть здiйснювати поточний контроль та
оцiнювати досягнення окремих учасникiв i доставку зворотних даних
кожної теми, зокрема оцiнки й вiдгуки на їх роботи. Для цього викори-
стовують Форум, Завдання, Журнал, Оцiнки, Звiти тощо.

5. Уможливлює аналiз участi та активностi окремих учасникiв курсу, ана-
лiз часу, який учень витратив на роботу з навчальними матерiалами;
оцiнку труднощiв, якi виникли в учасника або групи пiд час вивчення
тiєї чи тiєї теми навчального курсу; швидка реакцiя на проблеми, якi
виникли, наприклад, при пересиланнi додаткових матерiалiв.

На базi системи дистанцiйного навчання MOODLE був розроблений курс
для учнiв 10 класу «Комп’ютернi презентацiї та публiкацiї».

Розробка предметного середовища складалася з наступних етапiв: конце-
птуалiзацiї, формалiзацiї, реалiзацiї та тестування.

Змiст етапiв адаптовано й уточнено з урахуванням того, що предметне
середовище створюється за допомогою системи управлiння навчанням, яка
дозволяє максимально реалiзувати освiтнi цiлi, використовувати готовi ци-
фровi ресурси, якi легко впроваджуються в неї та значно скорочують час
пiдготовки навчального контенту.

Для спiлкування з учнями були використанi елементи – «Чат», «Форум»;
для отримання теоретичної iнформацiї – «Глосарiй», «Урок», «Файл», «Сто-
рiнка»; для контролю знань учнiв – «Завдання», «Тест» та iншi (рис. 1).
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Рис. 1: Приклад дистанцiйного курсу в системi MOODLE.

При iнтерактивному стилi спiлкування та оперативному зв’язку в ди-
станцiйному навчаннi вiдкривається можливiсть iндивiдуалiзувати процес.
Фактор часу стає обов’язковим, учень може вибрати свiй темп вивчення
матерiалу, працювати за iндивiдуальною освiтньою програмою. У навчаннi
iнформатики ця проблема займає особливе мiсце, що пояснюється специфi-
кою цього навчального предмета. Необхiдна така органiзацiя навчального
процесу, яка дозволила б враховувати вiдмiнностi мiж учнями, їхнi iндивiду-
альнi здiбностi та створювати оптимальнi умови для ефективної навчальної
дiяльностi всiх школярiв.

На кожному уроцi передбачено традицiйнi види дiяльностi (наприклад,
пояснення нової теми, аналiз виконаних робiт), але iз залученням елементiв
дистанцiйного навчання, самостiйна (або групова) робота учнiв (тестування,
практична робота) здiйснюється дистанцiйно. Всi iншi види занять (дома-
шнi роботи, проекти, олiмпiади та iн.) можуть бути реалiзованi дистанцiйно
як повнiстю, так i частково. Запропонований курс адаптується для рiзних
груп школярiв. Частка дистанцiйних i традицiйних форм навчання може
варiюватися в залежностi вiд рiвня самостiйностi учнiв i їх мотивацiї до вико-
ристання iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй пiд час навчання. Умiння
працювати з дистанцiйним курсом допоможе учням самостiйно готуватися
до уроку, отримувати додаткову iнформацiю з предмету, органiзовувати са-
мостiйну роботу, удосконалювати навички роботи з iнформацiєю, розвивати
IКТ-компетентнiсть.
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Для того щоб школярi почали активно використовувати можливостi ди-
станцiйної форми навчання, необхiдна адаптацiя цiєї системи в загальноосвi-
тнiй школi. При впровадженнi дистанцiйної форми навчання треба врахо-
вувати такi проблеми, як психологiчна непiдготовленiсть учнiв до роботи,
що вимагає пiдвищеної уваги, чiткостi виконання окремих дiй i операцiй,
самостiйного прийняття рiшень. Дистанцiйне навчання вимагає вiд школя-
рiв точного дотримання iнструкцiй до завдань, органiзацiї їх iндивiдуальної
або спiльної з однокласниками дiяльностi. Тому найбiльш оптимальний шлях
впровадження дистанцiйної форми навчання в школi лежить через поетапний
перехiд вiд класно-урочної системи з використанням традицiйних методiв на-
вчання до системи, в якiй поєднуються елементи класно-урочної системи та
елементи дистанцiйного навчанням. Ця система може бути реалiзована в мо-
делi iнтеграцiї традицiйної та дистанцiйної форм навчання.

Висновок
Введення елементiв дистанцiйного навчання iнформатики є актуальним

завданням. Вирiшення цього завдання уможливить самостiйне вивчення
учнями питань, якi їх цiкавлять у межах навчальної й позакласної дiяльно-
стi з iнформатики. Крiм того, дистанцiйна форма навчання навчає школярiв
рацiонально витрачати свiй час, знаходити необхiдну iнформацiю не тiльки
в бiблiотецi навчального закладу, а й в наукових, культурних та iнформацiй-
них центрах. Система управлiння навчанням MOODLE дозволяє створювати
курси, що забезпечують розвиток творчого мислення за рахунок включення
завдань проектної та дослiдницької дiяльностi, розвиток комунiкативних на-
вичок на основi виконання спiльних мережевих проектiв. Слiд зазначити, що
ефективне застосування дистанцiйної форми навчання iнформатики в школi
можливо тiльки в тому випадку, коли вiдповiднi технологiї не є надбудовою
до iснуючої системи навчання, а обґрунтовано й гармонiйно iнтегруються в
навчальний процес, забезпечуючи новi можливостi як вчителям, так i учням.
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Application of distance educational technologies while studying
informatics at school

The article examines innovative pedagogical problems of distance education,
including the introduction of elements of distance learning in the educational
process of secondary schools. The system of distance learning MOODLE and the
possibility of its application in the study of science in school is analyzed.
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ШЛЯХИ ВДОСКОНАЛЕННЯ ПIДГОТОВКИ
МАЙБУТНЬОГО ВЧИТЕЛЯ МАТЕМАТИКИ

ДО ДИСТАНЦIЙНОГО НАВЧАЛЬНОГО ПРОЦЕСУ

Статтю присвячено питанням, пов’язаним з пiдготовкою майбутнiх учителiв математики
в умовах iнформатизацiї освiти. Визначено специфiчнi особливостi органiзацiї проце-
су професiйної пiдготовки вчителiв математики до дистанцiйного навчального процесу.
Висунуто низку рекомендацiй щодо пiдготовки здобувачiв до реалiзацiї дистанцiйного на-
вчання.

Ключовi слова: дистанцiйне навчання, майбутнiй учитель математики, профе-
сiйна пiдготовка.

Вступ
Глобальна iнформатизацiя, постiйний розвиток iнформацiйно-

комунiкацiйних технологiй накладають вiдбиток на всi сфери людської
дiяльностi, зокрема на систему освiти. Випускник школи чи вишу повинен
вiдповiдати вимогам, якi пред’являє йому сучасне суспiльство. Упровадже-
ння в освiтнiй процесi новiтнiх iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй
гостро ставить проблему переходу до нових моделей пiдготовки квалiфi-
кованих педагогiв. Одним з напрямкiв формування сучасного освiтнього
простору є розвиток i вдосконалення системи дистанцiйного навчання на
всiх щаблях освiти, яке в останнi роки набуває все бiльшого поширення.
У зв’язку зi зростанням ролi та значущостi дистанцiйних освiтнiх техно-
логiй пiдвищено актуальнiсть завдань формувати в майбутнiх учителiв
математики компетентностi в цiй галузi для досягнення якiсних освiтнiх
результатiв. Учитель має бути пiдготовлений до розв’язання основних видiв
професiйних завдань i вмiти формувати iнформацiйно-освiтнє середовище
для забезпечення якостi освiти.

c⃝Глазова В.В., Денисенко Н.О., 2016
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Проблемам професiйної пiдготовки вчителя математики присвячено пра-
цi I. Акуленко, В. Бевз, Г. Бевза, М. Бурди, С. Гончаренка, О. Дубинчук,
О. Скафи, З. Слєпкань, Н. Тарасенкової, О. Чашечнiкової, В. Швеця та iн-
ших науковцiв. Питання упровадження iнформацiйно-комунiкацiйних техно-
логiй у навчання математики розглянуто в наукових доробках Є. Вiнниченка,
Ю. Горошка, Ю. Дорошенко, Т. Дубової, М. Жалдака, Ю. Жука, В. Клочка,
Т. Крамаренко, Н. Морзе, С. Ракова, Ю. Рамського, С. Семерiкова, О. Скафи,
О. Спiваковського, Ю. Триуса та iн. Науково-педагогiчнi засади дистанцiйно-
го навчання дослiджували О. Андрєєв, В. Биков, Д. Iванченко, В. Кухаренко,
Є. Полат, П. Стефаненко, А. Хуторський та iн.

Метою статтi є дослiдження педагогiчної проблеми пiдготовки майбутнiх
учителiв математики до дистанцiйного навчального процесу.

Основна частина
Реалiзацiя дистанцiйного навчання неможлива без наявностi пiдготовле-

них до роботи з технологiями дистанцiйного навчання педагогiв. Для розв’я-
зання завдань освiти в умовах її iнформатизацiї необхiдно сформувати в
учителя математики готовнiсть до реалiзацiї дистанцiйного навчання пре-
дмету, яка найближчим часом стане одним з елементiв цiлiсної готовностi
педагога до професiйної дiяльностi в умовах iнформатизацiї суспiльства й
освiти.

Перш за все, необхiдно оновлення змiсту пiдготовки вчителя математики
в контекстi використання iнформацiйних технологiй за такими напрямками:

— використання мультимедiа в процесi навчання (презентацiї, демонстра-
цiї, динамiчнi вiзуалiзацiї, вiдеолекцiї, комп’ютерна пiдтримка окремих
модулiв i тем та iн);

— розробка й використання в процесi навчання електронних освiтнiх ре-
сурсiв (електронних пiдручникiв, хрестоматiй та iн.);

— розробка й використання в процесi навчання спецiалiзованих пакетiв i
програм (ТеХ, Maple, MathCAD, GeoGebra та iн.);

— створення й використання електронних бiблiотек, медiатек з необхiдни-
ми навчальними ресурсами iз забезпеченням вiльного доступу для всiх
учасникiв освiтнього процесу;

— використання систем комп’ютерної дiагностики якостей та здiбностей
учнiв.
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У пiдготовцi майбутнiх вчителiв математики до дистанцiйного навчання
повинна бути систематичнiсть. Вона може бути забезпечена впровадженням у
навчальнi програми пiдготовки здобувачiв вищої освiти у педагогiчних вишах
таких етапiв: реалiзацiя системи спецiалiзованих курсiв у варiативнiй части-
нi навчального плану, органiзацiя навчальної та науково-дослiдної дiяльностi
студентiв з використанням дистанцiйного навчання, активна самостiйна робо-
та студентiв iз використанням дистанцiйних освiтнiх технологiй, заохочення
та залучення студентiв до створення освiтнiх ресурсiв безпосередньо на сайтi
дистанцiйного навчання унiверситету [2].

Для пiдготовки вчителя до реалiзацiї дистанцiйного навчання було роз-
роблено дистанцiйний курс «Дистанцiйне навчання в сучасних навчальних
закладах», одним iз роздiлiв якого є дистанцiйне навчання математичних ди-
сциплiн та його специфiка.

Пiд дистанцiйним навчанням математики розумiємо процес передачi й за-
своєння математичних знань, органiзацiї дiяльностi з їх засвоєння, а також
перетворення їх у надбання iндивiда в умовах спецiально створеного техно-
логiчного iнформацiйно-освiтнього середовища, за допомогою якого здiйсню-
ється взаємодiя мiж учителем й учнями. А одним з визначальних чинникiв у
реалiзацiї дистанцiйного навчання математики є iнформацiйно-освiтнє сере-
довище дистанцiйного навчання [3].

Для дистанцiйної пiдтримки курсу використано вiльно поширювану з вiд-
критим кодом систему дистанцiйного навчання MOODLE [1].

За результатами вивчення дисциплiни в здобувачiв повиннi бути сформо-
ванi такi компетентностi:

— здатнiсть до проведення аналiзу стану, визначення потреб й оцiнювання
можливостi iнформатизацiї закладу освiти;

— здатнiсть до розробки та органiзацiї проведення дистанцiйного навчання
в навчальному заклад;

— здатнiсть добирати iнтерактивнi методи та форми навчання;

— готовнiсть здiйснювати методичний супровiд навчального процесу он-
лайн;

— готовнiсть контролювати отриманi знання (рiзного типу iнтерактивнi те-
сти, тренажери i лабораторнi практикуми, домашнi завдання та iн.);

— готовнiсть вiльно використовувати та створювати iнформацiйнi ресурси
в системi дистанцiйного навчання, користуватися сервiсами й ресурсами
курсiв у системi дистанцiйного навчання.
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Висновок
Вищезазначенi напрямки дiяльностi можуть бути використанi при пiд-

готовцi майбутнього вчителя математики для нової школи iнформацiйного
суспiльства. Їх реалiзацiя пiд час пiдготовки вчителя уможливить досягне-
ння бажаного результату — формування здатностi й готовностi випускника
до рацiонального й доцiльного використання дистанцiйних та iнформацiйних
технологiй у професiйнiй дiяльностi та продуктивнiй взаємодiї з сучасним
учнями.
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for distance learning process
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mathematics in the conditions of informatization of education. Specific features
of the process of training teachers of mathematics to the distance learning process
are defined. The ways to prepare candidates for the implementation of distance
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ПРО ДОЦIЛЬНIСТЬ ВИВЧЕННЯ ТЕОРЕМИ ФАЛЕСА У
ШКIЛЬНОМУ КУРСI ГЕОМЕТРIЇ

Ми звертаємо увагу на те, що належне використання методу координат дозволить набагато
спростити розумiння як природностi, так i деталей доведення важливих тверджень, для
яких при дiючому пiдходi використовується теорема Фалеса – теореми Пiфагора, введення
тригонометричних функцiй гострого кута та доведення ознак подiбностi трикутникiв.

Ключовi слова: теорема Пiфагора, теорема Фалеса, метод координат, подiбнiсть
трикутникiв

Вступ
При роботi зi школярами в рiзних формах, враховуючи викладання в

школi, керування шкiльними та позашкiльними гуртками математичного
спрямування, читання лекцiй в лiтнiх школах ми звернули увагу на досить
неприємне явище – учнi, котрi закiнчили 8-й клас, не усвiдомлюють важливо-
стi теореми Фалеса як такої, що без перебiльшення можна назвати ключовою
теоремою курсу геометрiї 8-го класу. Так, з “наслiдку з теореми Фалеса” в
дiючих пiдручниках геометрiї виводять:

1. Ознаки подiбностi трикутникiв;
2. Можливiсть введення тригонометричних функцiй гострого кута;
3. Теорему Пiфагора.
Будь-який з перерахованих трьох пунктiв гiдний того, щоб учень оцiнив

теорему Фалеса як дуже важливу. Втiм, за нашими спостереженнями учнi,
котрi закiнчили 8-й клас, цю теорему навiть не згадують у вiдповiдь на про-
хання назвати 5 найважливiших фактiв з геометрiї, котрi вони вивчили у
8-му класi. Теорема Фалеса, за нашими спостереженнями, губиться, на дум-
ку учнiв, мiж властивостями паралелограма та ромба, теоремою Пiфагора,
властивостями дотичних та хорд, тощо.

c⃝Плахотник М.В., 2016
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При цьому доведення теореми Фалеса в сучасних пiдручниках є або за-
вiдомо неповним, або одним з найскладнiших серед тверджень, котрi дово-
дяться в курсi геометрiї. Наявнi в пiдручниках доведення явно чи неявно
використовують граничний перехiд та щiльнiсть множини додатних рацiо-
нальних чисел в множинi дiйсних додатних чисел, але при цьому не надають
належних означень i, вiдповiдно, не наводять строгих викладок, що, зрештою,
навряд чи доцiльно робити, орiєнтуючись на учнiв 8-х класiв середньої шко-
ли.

Як викладачам геометрiї, так i школярам, котрi геометрiю лише почина-
ють вивчати, вiдомо, що поняття теорем та аксiом як структурних елементiв
курсу геометрiї походить з працi “Початки геометрiї” давньогрецького ма-
тематика Евклiда. Серед досягнень бiльш пiзнiх геометрiв, порiвняльних за
своєю значущiстю з роботою Евклiда, варто видiлити:

– працю Рене Декарта, де вiн запропонував координатний метод;
– неевклiдову геометрiю вiдкриту Лобачевським, Больяї, Гаусом i розви-

нуту бiльш пiзнiми математиками, та
– розвиток Уiльямом Гамiльтоном в першiй половинi 19-го столiття мето-

дiв використання векторiв при розв’язаннi геометричних задач.
Розумiння неевклiдової геометрiї потребує вiд учнiв нетривiального аб-

страктного мислення i або не згадується в шкiльних курсах геометрiї (що
природно), або згадується лише на рiвнi зауваження, що неевклiдова гео-
метрiя може бути побудована. Водночас, як векторний метод, так i метод
координат так чи iнакше вiдображений у всiх шкiльних курсах геометрiї.

Ми переконанi в тому, що усвiдомлення математиками - авторами пiдру-
чникiв iснування неевклiдової геометрiї схилило їх такого викладу матерiалу,
щоб не використовувати в якостi очевидних тi твердження, котрi рiвносильнi
5-му постулату Еквлiда (аксiомi паралельних).

Радянський математик Андрiй Миколайович Колмогоров писав в [12], що
метод координат повинен використовуватися лише як допомiжний - так, щоб
виклад геометрiї не ставав вiд використання цього методу менш “геометри-
чним”. Наводячи огляд сучасних (та, зрештою, i радянських) пiдручникiв
геометрiї ми покажемо, що всi вони вiдповiдають наведеному побажанню
А. Колмогорова.

Ми покажемо, що теорему Фалеса набагато природнiше доводити з ви-
користанням методу координат i, взагалi, використовувати цей метод не “як
допомiжний” i не як “засiб iлюстрацiї геометричних мiркувань”, а саме як
метод доведення геометричних тверджень, доведення яких без використання
методу координат стає суттєво складнiшим.
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Ми пропонуємо переглянути шкiльну програму з геометрiї таким чином,
щоб важливi теореми, такi як теорема Пiфагора, теорема про графiк лiнiйної
функцiї, подiбнiсть трикутникiв вивчалися як такi, що є простими i природни-
ми. Щоб простота i природнiсть доведення вiдповiдних тверджень слугувала
легкому розумiнню матерiалу учнями, а не ставала заручником структури
пiдручника, невдало вибраної його автором.

Ми покажемо, що теорему Пiфагора можна довести такими способами,
що їх може легко зрозумiти середнiй учень як 7-го, так i 6-го класу звичай-
ної школи. Використовуючи теорему Пiфагора, можна довести, що графiк
рiвняння y = ax , де a – деяка стала, є прямою. Використовуючи рiвняння
прямої, легко як довести ознаки подiбностi прямокутних трикутникiв, так i
ввести тригонометричнi функцiї гострих кутiв. Лише пiсля цього, використо-
вуючи введенi тригонометричнi функцiї, варто доводити ознаки подiбностi
трикутникiв “загального вигляду”.

Мотивацiя
Альберт Ейнштейн [8, с. 134] з приводу вивчення геометрiї писав:

У вiцi 12 рокiв я пережив одне диво: його джерелом була книжечка
з евклiдової геометрiї на площинi, котра потрапила менi до рук на по-
чатку навчального року. Там були твердження, наприклад, про перетин
трьох висот трикутника в однiй точцi, якi хоч i не були самi по собi
очевидними, але могли бути доведенi з впевненiстю, що вiдкидала будь-якi
сумнiви. Ця яснiсть i впевненiсть справили на мене велике враження.
Мене не турбувало те, що аксiоми повиннi бути прийнятi без доведення.
Взагалi, менi було цiлком достатньо, якщо я мiг в своїх доказах спиратися
на такi положення, котрi здавалися менi безспiрними. Я пам’ятаю,
наприклад, що теорему Пiфагора менi довiв мiй дядько ще до того, як
ця книжечка потрапила менi до рук. Великих зусиль менi вартувало
“довести” цю теорему з допомогою подiбних трикутникiв; при цьому менi
здавалося “очевидним”, що вiдношення сторiн прямокутного трикутника
повинно визначатися одним з його гострих кутiв. Взагалi менi здава-
лося, що доводити потрiбно лише те, що не “очевидно” саме в такому сенсi.

Звiсно, наведена цитата при уважному її прочитаннi викликає ряд неодно-
значних питань. Не ясно, яким саме чином доводилася теорема Пiфагора “з
допомогою подiбних трикутникiв”, якщо Ейнштейну подiбнiсть прямокутних
трикутникiв з однаковими кутами була очевидною, але при цьому довести
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теорему “вартувало великих зусиль”. Водночас, сама iдея всесвiтньо вiдомого
фiзика про необхiднiсть доведення лише тих тверджень, якi не очевиднi учне-
вi, має бути, на нашу думку, якщо не прийнята беззаперечно, то, принаймнi
взята до уваги як така, що природна за своїм походженням.

В серединi 1960-х рокiв в Радянському Союзi вiдбувалася, говорячи су-
часною мовою, модернiзацiя шкiльної системи математичної освiти, якою
керував А.М. Колмогоров. В статтi [12] вiн висловив таку програмну заса-
ду побудови геометрiї в старших класах: “Курс геометрiї в старших класах
будується на основi векторних уявлень (рос. - «векторных представлений»).
При цьому є природним i звернення до координатного методу, однак в якостi
допомiжного, так, що виклад вiд цього не стає менш геометричним”.

В 1960-х роках мала мiсце вiдображена в цитатi А. Колмогорова пере-
конанiсть, що векторна побудова геометрiї за Вейлем є бiльш простою за
традицiйну побудову геометрiї [6]. Тому суть реформи, котрою займався Кол-
могоров, багато в чому зводилася до питання про використання векторiв в
шкiльному курсi геометрiї, в першу чергу – стереометрiї.

На початку 1980-х рокiв були написанi пiдручники планiметрiї О.Д. Але-
ксандровим. В пiдручнику [1], написаному за його мотивами, теорема Пiфа-
гора доводиться з використанням площ прямокутних трикутникiв, шляхом
вписування прямокутного трикутника в квадрат, сторони якого дорiвнюють
сумi довжин катетiв трикутника. Так само, за допомогою площi трикутника
вводиться поняття тригонометричних функцiй гострого кута.

Обгрунтування коректностi введення тригонометричних функцiй у най-
поширенiших в Українi пiдручниках з геометрiї вводиться з допомогою уза-
гальненої теореми Фалеса. Тому наведемо доведення коректностi тригономе-
тричних функцiй за [1, с. 95].

Розглянемо прямокутний трикутник ABC (див. рис. 1) та вiзьмемо до-
вiльну точку M на катетi AC . Виразимо двома способами площу трикутника
ABM . З одного боку, S = 1

2ma , де a = BC та m = AM . З iншого маємо,
що S = 1

2ch , де h = MD – висота трикутника ABM , c – довжина гiпоте-
нузи первiсного прямокутного трикутника. Прирiвнявши двi рiзнi формули
для площi трикутника ABM отримуємо рiвнiсть

a

c
=

h

m
.

Водночас, нi рiвняння прямої, нi, навiть метод координат, не вводиться i
не використовується при доведеннi головних теорем планiметрiї.

Цiкаво, що в пiдручнику [1] взагалi вiдсутнiй роздiл, присвячений по-
дiбностi трикутникiв. Це пiдтверджує думку про те, що детальне вивчення
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подiбностi трикутникiв потрiбне авторам дiючих шкiльних пiдручникiв лише
з однiєю метою – введення тригонометричних функцiй. Якщо тригонометри-
чнi функцiї ввести без використання подiбностi, то це поняття саме по собi
не представляє iнтересу.

Огляд шкiльних пiдручникiв
Наведемо огляд шкiльних пiдручникiв, протягом якого вивчимо такi пи-

тання:
1. Чи доводить автор пiдручника (i якими засобами) узагальнену теорему

Фалеса (теорему «Про пропорцiйнi вiдрiзки» – про те, що якщо сторони кута
перетнути паралельними прямими, то вiдрiзки на сторонах кута виявляться
пропорцiйними).

2. Яким чином (з використанням узагальненої теореми Фалеса чи нi) ав-
тор пiдручника вводить тригонометричнi функцiї гострого кута.

3. Яким чином (з використанням узагальненої теореми Фалеса чи нi) ав-
тор пiдручника доводить ознаки подiбностi трикутникiв.

4. Яким чином (чи використовує подiбнiсть трикутникiв або теорему
Фалеса i чи використовує поняття площi трикутника) автор пiдручника до-
водить теорему Пiфагора.

5. Яким чином (на скiльки формально i аксiоматизовано) автор пiдру-
чника вводить поняття площi «взагалi», площi прямокутника та площi три-
кутника.

6. Яким чином в пiдручнику алгебри доводиться той факт, що графiк
рiвняння y = ax для фiксованого a є прямою.

Огляд шкiльних пiдручникiв геометрiї для 8-го класу
Вiдповiдi на описанi питання щодо пiдручника [15] авторiв А.Г. Мерзляк,

В.Б. Пололонський, М.С. Якiр виглядають так. Спершу автор доводить тео-
рему Фалеса (стор. 99). Вiдразу пiсля неї (стор. 100) дуже акуратно доводить
теорему «Про пропорцiйнi вiдрiзки», фактично користуючись граничним пе-
реходом, тобто спершу доводить теорему для випадку, коли вiдношення вiд-
рiзкiв є рацiональним числом, а потiм – у загальному виглядi, правда не
використовує явно поняття iррацiонального числа та граничного переходу.

Аналогiчним є виклад цими ж авторами питань, котрi нас цiкавлять, в
їх пiдручнику [16]. Так само, як i в [15], наведено iдею доведення, котре ви-
користовує граничний перехiд. Вiдмiннiсть мiж викладом в пiдручнику для
загальноосвiтнiх шкiл зводиться лише до того, що доведення узагальненої
теореми Фалеса обмежується випадком, коли вiдношення вiдрiзкiв є цiлим
числом i пропонується розглянути “на математичному гуртку” повне доведе-

Випуск №6, 2016 117



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

ння теореми (стор. 78).
Ознаки подiбностi трикутникiв введено з використанням доведеної теоре-

ми про пропорцiйнi вiдрiзки. Теорема Пiфагора доводиться з використанням
подiбностi трикутникiв – того, що частини прямокутного трикутника, якi
утворюються при проведеннi його висоти, подiбнi «великому» прямокутному
трикутнику.

Поняття площi в пiдручнику [15] вводиться аксiоматично (стор. 173) як
число, котре ставлять у вiдповiднiсть кожному многокутнику. Площа мно-
гокутника – це додатна величина, яка має перерахованi в пiдручнику вла-
стивостi (рiвнi многокутники мають рiвнi площi, вона адитивна та площа
квадрату зi стороною 1 дорiвнює 1). Пiсля цього вводиться поняття числове
значення площi як результат порiвняння того, у скiльки разiв площа дано-
го многокутника вiдрiзняється вiд площi одиничного квадрату. Формули для
площi квадрату (зi стороною, вiдмiнною вiд 1) та площi прямокутнику пере-
творюються в теореми та доводяться з використанням, фактично, граничного
переходу.

До обгрунтування
коректностi

тригонометричних
функцiй за

Александровим

Рис. 1:

До доведення формули
площi прямокутника

Рис. 2:

До доведення теореми
Пiфагора “за Евклiдом”

Рис. 3:

В пiдручнику [5] авторiв М.I. Бурда та Н.А. Тарасенкова, узагальнена те-
орема Фалеса не доводиться (стор. 88), точнiше наводиться схема доведення,
котра використовує граничний перехiд, i ця схема вiднесена до рубрики “Дi-
знайся бiльше”, тобто знання доведення вiд учнiв фактично не вимагається.
Ознаки подiбностi трикутникiв (стор. 96-97) автор доводить з використан-
ня теореми про пропорцiйнi вiдрiзки. Доведення теореми Пiфагора (стор.
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164) автор робить шляхом проведення з прямого кута висоти прямокутного
трикутника та використанням подiбностi утворених трикутникiв. Дивно те,
що вiдразу пiсля доведення теореми Пiфагора автор згадує те, що первин-
но ця теорема була сформульована як рiвнiсть суми площ двох квадратiв
площi третього квадрату та згадує про словосполучення “пiфагоровi штани”
як iлюстрацiю доведення теореми Пiфагора, втiм не наводить доведення цi-
єї теореми з використанням площi. Щодо площi, то спершу постулюється (з
припискою “з попереднiх класiв вiдомо”), що площа квадрата зi стороною
a дорiвнює a2 . Пiсля цього доводиться теорема про площу прямокутника
з використанням креслення, зображеного на малюнку 2 – прямокутник зi
сторонами a та b добудовується до квадрату зi сторонами a + b , пiсля
цього виходить, що площа прямокутника може бути виражена формулою
S = (a+b)2−a2−b2

2 .

В пiдручнику [2] автора Г.В. Апостолова, узагальнена теорема Фалеса до-
водиться, використовуючи граничний перехiд – сторони кута, перетнутого па-
ралельними прямими, щiльно розбиваються великою кiлькiстю паралельних
прямих, а потiм з аналiзу цiєї конструкцiї робляться потрiбнi висновки. Озна-
ки подiбностi трикутникiв в [2] вводяться з допомогою узагальненої теореми
Фалеса (стор. 120). Теорема Пiфагора доводиться з допомогою подiбностi
трикутникiв (стор. 139). Тригонометричнi функцiї гострих кутiв вводяться з
допомогою подiбностi трикутникiв (стор. 161).

В означеннi площi фiгури в пiдручнику [2] площа – це число, котре стави-
ться у вiдповiднiсть кожнiй обмеженiй фiгурi та має властивостi (невiд’ємна,
адитивна, площа квадрату зi стороною 1 дорiвнює 1). Написано, що “можна
довести”, що площа квадрату зi стороною a дорiвнює a2 (стор. 47). Теорема
про площу прямокутника доводиться, використовуючи граничний перехiд –
спершу доводиться формула для квадрата з натуральними сторонами, потiм
– з рацiональними, а потiм – з iррацiональними.

В пiдручнику [3] авторiв Г.П. Бевз, В.Г. Бевз, Н.Г. Владiмiрова, уза-
гальнена теорема Фалеса доводиться лише для випадку, коли вiдношення
вiдрiзкiв на сторонах кута рацiональне число (стор. 73). Далi написано, що
“загальнiше доведення можна здiйснити лише методами вищої математики”.
Подiбнiсть трикутникiв вводиться з допомогою узагальненої теореми Фале-
са (стор. 80). Цiкаво, що подiбнiсть прямокутних трикутникiв в [3] видiлено
в окремий параграф, але цей параграф iде пiсля вивчення подiбностi три-
кутникiв в загальному випадку, а тому, фактично, параграф присвячений
вивченню часткового випадку – пiдготовцi до доведення теореми Пiфагора
через подiбнiсть трикутникiв, що далi (стор. 177) i робиться. Пiсля доведе-
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ння теореми Пiфагора в пiдроздiлi “для допитливих” (стор. 118) наводиться
її доведення з використанням площi – те, яке ми для прикладу наведемо
в цiй статтi. Тригонометричнi функцiї гострих кутiв вводяться з допомо-
гою подiбностi прямокутних трикутникiв (стор. 190). Площа в пiдручнику [3]
вводиться через площу одиничного квадрату та формула для площi прямо-
кутника доводиться з використанням граничного переходу.

В пiдручнику [9] авторiв А.П. Єршова, В.В. Голобородько, О.Ф. Крижа-
новський та С.В. Єршов, як узагальнена теорема Фалеса, так i площа прямо-
кутника доводиться в “додатках” (стор. 235-238), причому цiкаво, що обидвi
теореми, котрi нас цiкавлять, доводяться в одному додатку. Всього додаткiв
два i другий з них – вiдомостi про Золотий перерiз. Подiбнi трикутники вивча-
ються з допомогою узагальненої теореми Фалеса (стор. 111). В пiдручнику [9]
наявний окремий роздiл, присвячений подiбностi прямокутних трикутникiв,
в якому доводяться “метричнi спiввiдношення в прямокутному трикутнику”,
котрi стосуються вiдрiзкiв трикутника, утворених пiсля проведення висоти з
прямого кута. Цi властивостi є наслiдком теорем про подiбнiсть трикутникiв
“загального вигляду”. Виходячи з цих “метричних спiввiдношень” доводи-
ться теорема Пiфагора (стор. 128). Тригонометричнi функцiї гострих кутiв
вводяться в останньому роздiлi пiдручника, використовуючи подiбнiсть три-
кутникiв.

В пiдручнику [9] площа вводиться практично без пояснень (не рахуючи
додаток). Спершу дається формула для площi прямокутника, а потiм — лише
як наслiдок з неї, формула для площi квадрата (стор. 166).

Пiдручник [17] автора О.В. Погорєлов виглядає як прототип всiх пiдру-
чникiв з геометрiї, розглянутих нами в цьому роздiлi. Зрештою, це i не дивно,
адже, навiдмiну вiд авторiв розглянутих пiдручникiв, Олексiй Погорєлов —
видатний харкiвський математик, чиї досягнення в геометрiї були визнанi на
найвищому рiвнi в той час, коли вiн почав займатися шкiльним пiдручником
геометрiї.

Для прикладу, пiдручник [11] автора А.П. Кисельов, за своєю структурою
суттєво вiдрiзняється вiд пiдручника за редакцiєю О.В. Погорєлова, втiм, так
само метод координат не використовується в ньому для доведення важли-
вих теорем. Бiльше того – в роздiлi пiд назвою “Застосування алгебри до
розв’язання геометричних задач” розглядаються побудови з циркулем i лi-
нiйкою та використання подiбностi трикутникiв чи iнших методiв для того,
щоб будувати вiдрiзки, чиї довжини заданi формулами через довжини да-
них вiдрiзкiв, заданих на малюнку безпосередньо (тобто побудови вигляду
ab
c ,

√
ab,

√
a2 ± b2 ).
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Першим нетривiальним роздiлом пiдручника [11] є подiбнiсть трикутни-
кiв. Цей роздiл починається з леми про те, що трикутник, котрий вiдсiкається
вiд трикутника прямою, паралельною до його сторони, подiбний до вихiдно-
го. Така теорема є у пiдручниках [2, 3, 5, 9, 16], Втiм там вона доводиться
з допомогою наслiдку з теореми Фалеса, котра, в свою чергу, доводиться з
допомогою або граничного переходу, або чиє доведення не є повним. Ця Лема
в пiдручнику [11] доводиться шляхом розбиття трикутника на велику кiль-
кiсть “маленьких” трикутникiв, проведенням багатьох прямих, паралельних
“основi” та однiй з “бокових сторiн” трикутника.

Тригонометричнi функцiї гострого кута вводяться в [11], використовуючи
подiбнiсть трикутникiв i роздiл, присвячений введенню тригонометричних
функцiй, є останнiм в главi, присвяченiй подiбним фiгурам.

Теорема про формулу площi прямокутника доводиться (стор. 97-100) з
використанням, фактично, граничного переходу та означення площi через
площу одиничного квадрату.

Теорема Пiфагора доводиться в пiдручнику [11] двiчi. Один раз – вiдразу
пiсля введення подiбностi трикутникiв (стор. 44-45) i доводиться приблизно
так, як в [2, 3, 5, 9, 16]. Втiм, пiсля введення поняття площi, зокрема, площi
трикутника, теорема Пiфагора доводиться вдруге (стор. 106-107) – з допомо-
гою площ i методом, названим “Доведення Евклiда”, оскiльки саме в такий
спосiб теорема Пiфагора доводиться в першiй книзi його Начал [7, стор. 58]
(книга 1, твердження 47). Наведемо це доведення.

Нехай маємо довiльний трикутник ABC з прямим кутом A . Розглянемо
квадрати BDEA , AFGC та BCKH , побудованi як на малюнку 3. Прове-
демо пряму AM перпендикулярну до BC . Тодi квадрат BCKH подiлиться
на два прямокутники. Доведемо, що площа прямокутника BLMH та ква-
драту BDEA збiгаються, а площа прямокутника LCKM дорiвнює площi
квадрату AFGC .

Проведемо допомiжнi вiдрiзки DC та AH . Розглянемо трикутники
DCB та ABH . Площа трикутника DCB дорiвнює половинi площi квадра-
ту BDEA , оскiльки площу цього трикутника можна записати як пiвдобуток
вiдрiзка BD (як основи трикутника) та AB (як висоти трикутника, проведе-
ної до основи BD ). Аналогiчно, площа трикутника DCB дорiвнює половинi
площi прямокутника BLMH .

З iншого боку, трикутники ABH та BDC рiвнi, оскiльки BD = DA та
BC = BH i ∠DBC = ∠BDC , оскiльки кожен з цих кутiв отримується до-
даванням прямого кута до кута ∠CBA . Таким чином, з рiвностi зазначених
трикутникiв та мiркувань про їх площу маємо, що площа квадрата BDEA
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дорiвнює площi прямокутника BLMH .
Рiвнiсть площ квадрату AFGC та прямокутника LCKM доводиться

аналогiчно.

Огляд шкiльних пiдручникiв алгебри для 7-го класу
Наведемо огляд останнього - шостого з поставлених нами питань з при-

воду пiдручникiв, котрi зараз використовуються в навчальному процесi в
Українi – про те, яким чином в пiдручнику алгебри доводиться той факт,
що графiк рiвняння y = ax для фiксованого a є прямою.

Розмаїття пiдходiв в пiдручниках алгебри, якi нам довелося опрацювати,
набагато вужча, нiж пiдручникiв геометрiї для 8-го класу.

Так, в усiх чотирьох пiдручниках [4, 10, 13, 14] є роздiл, присвячений
функцiям, пiдроздiл, присвячений графiкам функцiй та, пiсля нього – роздiл,
що стосується лiнiйних функцiй та їх графiкiв. Означення лiнiйної функцiї
майже дослiвно однакове i виглядає приблизно так : Функцiю, яку можна
задати формулою виду y = kx+ b , де k i b — деякi числа, а x — незалежна
змiнна, називають лiнiйною.

В пiдручнику [14] колективу авторiв А.Г. Мерзляк, Б.В. Полонський та
М.С. Якiр, на стор. 179 написано: “у старших класах ви доведете, що графiк
лiнiйної функцiї, область визначення якої – всi дiйснi числа, є пряма”. Пiсля
цього, фактично на прикладах, показано, як нахил прямої, що є графiком
функцiї вигляду y = ax , залежить вiд a .

В пiдручнику [10] написано (стор. 145): “У старших класах ви переконає-
теся, що графiком лiнiйної функцiї є пряма”.

У пiдручнику [4] авторiв Бевз Г.П. та Бевз В.Г. вiдразу пiсля означен-
ня лiнiйної функцiї накреслено графiки двох лiнiйних функцiй i написано,
що цi приклади можна узагальнити, сформулювавши правило: “Графiк ко-
жної лiнiйної функцiї – пряма. I кожна пряма на координатнiй площинi, не
перпендикулярна до осi абсцис, – графiк деякої лiнiйної функцiї”.

В пiдручнику [13] авторiв В. Кравчук та Г. Янченко твердження про те,
що графiк лiнiйної функцiї є прямою, не формулюється явним чином в жо-
днiй формi – розглядається деяка кiлькiсть прикладiв, на кожному з яких
будується пряма. Потiм вводиться поняття кутового коефiцiєнту прямої (лi-
нiйної функцiї), окремим випадком розглядається функцiя y = kx та без
доведення “отримується” залежнiсть чвертей координатної площини, в яких
знаходиться графiк, вiд знаку k (стор. 147).
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Теорема Пiфагора
Як ми бачили, доведення теореми Пiфагора з допомогою площ трикутни-

кiв вiдоме з часiв давньої Грецiї i один з варiантiв доведення наведено навiть
в “Началах” Евклiда. По-при те, що в багатьох сучасних пiдручниках геоме-
трiї поняття площi вводиться складно, i навiть формула площi квадрата на
думку деяких авторiв потребує, фактично, використання граничного перехо-
ду. Втiм, навiть в пiдручниках, виданих в 20-му столiттi (наприкл. [1, 3, 11]),
можна знайти доведення теореми Пiфагора з допомогою площi трикутникiв.

Таким чином, можливiсть доведення теореми Пiфагора з використанням
поняття площi, чи вiдмова вiд цього доведення – справа традицiї та уподобань
конкретних авторiв пiдручникiв, а зовсiм не справа припустимостi такого
доведення самого по собi.

Наведемо один з варiантiв доведення теореми Пiфагора, котре викори-
стовує поняття площi прямокутника трикутника i взяте з [3, стор. 118]. Цей
спосiб доведення теореми Пiфагора кращий за метод доведення, поданий в
Началах Евклiда.

Розглянемо прямокутний трикутник ABC з прямим кутом C (див.
рис. 4). На променях CA та CB вiдкладемо точки F та M так, щоб вiдрiзки
CF та CM дорiвнювали сумi катетiв трикутника ABC .

Розглянемо квадрат CFKM , та на його сторонах вiзьмемо точки G та L
так, щоб FG = KL = AB . Тодi утворенi чотири трикутники будуть рiвними,
а чотирикутник AGLB буде квадратом.

До доведення теореми
Пiфагора “через площi”

Рис. 4:

До введення
тригонометричних

функцiй

Рис. 5:

До обгрунтування подiбностi
трикутникiв

Рис. 6:

Теорему Пiфагора отримаємо, якщо вiднiмемо вiд площi “великого” ква-
драта площi чотирьох прямокутних трикутникiв.

Легко бачити, що наведене доведення теореми Пiфагора набагато простi-
ше за те, що є в “Началах” Евклiда. Це, найiмовiрнiше, пояснюється тим, що
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давнi Греки не вважали коректними операцiї з довжинами вiдрiзкiв так, як
це робимо ми, сучаснi європейцi, користуючись не лише Грецькою традицiєю,
але i традицiєю середньовiчних арабiв, розвинутою пiзнiше Франсуа Вiєтом
на його послiдовниками.

Поняття площi
По-при те, що доведення теореми Пiфагора вiдоме ще з “Начал” Евклi-

да, уявлення про математичну строгiсть суттєво змiнилися пiсля вiдкриття
диференцiального числення та, головне – пiзнiше, пiсля вiдкриття геометрiї
Лобачевського.

Ця змiна уявлень про математичну строгiсть полягає в тому, що деякi
з тверджень, котрi вважалися очевидними для Евклiда, в 20-му – 21-му
столiттях вже вважаються такими, що потребують або обгрунтування, або
аксiоматизацiї, або зауваження на зразок того, що “це твердження ми не бу-
демо доводити, а воно буде доведено в бiльш старших класах, на гуртках, i
т.д.”. Тобто в будь-якому разi, навiть в разi, коли автор пiдручника в 20-21
столiттi формулює деяке очевидне для давнього грека (Евклiда) твердження,
вiн повинен робити зауваження про неочевиднiсть цього твердження, а потiм
“викручуватися” на власний розсуд.

Для доведення теореми Пiфагора нам потрiбне не стiльки поняття площi
многокутника, як поняття про площу прямокутного трикутника. З форму-
ли для площi прямокутного трикутника легко можна отримати формулу для
площi непрямокутного трикутника як пiвдобуток сторони на висоту, проведе-
ну до неї. В такому разi, для трикутника зi сторонами a, b, c та проведеними
до них висотами ha, hb, hc маємо рiвностi

aha = bhb = chc.

Фактично, наявнiсть поняття площi дозволяє зробити висновок, що пе-
рерахованi рiвностi вiдношення вiдрiзкiв правильнi, оскiльки кожне з них
вiдношень дорiвнює подвоєнiй площi трикутника.

Якщо стати на позицiю, що вiдсилання до поняття площi при доведеннi
таких рiвностей є неприпустимим, тобто “не переконливим”, то це означає,
що дещо, стосовне поняття площi, має бути доведеним. Цим “дечим” може
бути лише формула для площi прямокутника як така, якою обгрунтовується
формула для площi трикутника.

Якщо акцентувати увагу на потребi доводити формулу для площi прямо-
кутника, то пропонуємо взяти за аксiому те, що площа квадрата за стороною
1 дорiвнює 1, пiсля чого довести, що площа квадрата зi стороною a дорiв-
нює a2 . Пiсля цього довести формулу для площi прямокутника так, як це
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зроблено в пiдручнику [5] (див вище мал.2). Звiсно, ми вважаємо недоцiль-
ним доведення з використанням граничного переходу формули для площi
прямокутника пiсля того, як граничний перехiд вже було використано для
доведення формули для площi квадрата.

Додатково зауважимо, що доведення площi прямокутника як таке, по-
треба якого виникає з нетривiальних формул, що мають бути правильнi для
будь-якого трикутника, може бути iлюстрацiєю геометричних мiркувань, ко-
ли, на перший погляд, неочевидний факт (з рiвностями добуткiв вiдрiзкiв у
трикутнику) доводиться простими мiркуваннями як наслiдок очевидних при-
пущень (про те, що поняття площi може бути використане в математицi i про
те, що площа квадрату дорiвнює квадрату його сторони).

Рiвняння прямої
За iснуючими програмами з математики, з рiвнянням прямої, так само

як з прямокутною системою координат, учнi знайомляться в 7-му класi – в
той рiк, коли починають вивчати геометрiю, котра, в свою чергу починається
з аксiоматики, яка в кiнцевому рахунку, походить вiд Евклiда. Питання про
те, чому множина точок декартової площини, якi задовольняють рiвняння
y = ax , де a = const є прямою не доводиться взагалi – на момент вивчення
цього рiвняння учнi ще не готовi розумiти доведення геометричних фактiв та
усвiдомлювати доведенiсть, чи недоведенiсть конкретної, фактично, теореми.

Питання про те, чому графiком конкретного рiвняння, наприклад, y = 3x
є пряма, бiльшiсть авторiв українських пiдручникiв не доводять, а “пояснюю-
ть”. При цьому “пояснення” виглядає приблизно так (див. огляд пiдручникiв 7
класу з алгебри, поданий вище): розглянемо точку з координатами (0, 0) . Во-
на належить графiку. Розглянемо, наприклад, точки з координатами (1, 3) ,
(2, 6) , (−1, −3) , (−2, −6) . Всi вони є точками шуканого графiку. Нанесе-
мо цi точки на координатну площину, прикладемо лiнiйку та побачимо, що
всi вони лежать на однiй прямiй. Так от, якщо взяти точку з координатами
(x, 3x) для довiльного iншого числа, то вона опиниться на цiй саме прямiй.

Можливо, не всi вчителi усвiдомлюють, що той факт, що графiк функцiї
y = 3x є прямою – це теорема, i її потрiбно не “пояснювати”, а або оголошу-
вати аксiомою (що доволi дивно), або формально доводити, або, принаймнi
самому собi пояснювати, чому цей факт не доводиться. Втiм, те, що вказаний
факт є саме теоремою, сподiваємося, добре розумiють автори пiдручникiв з
алгебри та геометрiї, рекомендованих в рiзнi роки мiнiстерством освiти (в рi-
зних варiантах його назви) для використання в навчальному процесi. Тому
в пiдручниках геометрiї в першi два роки (7-8 класи) вивчення геометрiї ме-
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тод координат не використовується, а в 9-му класi цьому методу присвячено
рiвно один параграф, пiсля чого до нього автори не повертаються.

Для доведення того, що зазначений графiк дiйсно є прямою, потрiбно
формалiзувати поняття прямої – зробити те, чого не робиться в дiючих пiд-
ручниках геометрiї. Нам буде достатньо такого означення.

Рiзнi точки A , B та C лежать на прямiй, якщо виконується одна з
трьох рiвностей:

1. AB +BC = AC ;
2. AC +BC = AB ;
3. BA+ AC = BC .
Пiсля цього пряма – це нескiнченна в обидва боки фiгура без розривiв,

кожнi три точки якої є такими, що лежать на однiй прямiй. Звiсно, словоспо-
лучення “без розривiв” в цьому “означеннi” приховує в собi граничний перехiд
(бо якщо будемо за двома точками будувати середини вiдрiзiв та новi “краї” за
кiнцем вiдрiзку i його серединою, то отримаємо лише злiченну, хоч i щiльну,
множину точок прямої). Втiм, цей граничний перехiд набагато зрозумiлiший
школярам, нiж доведення узагальненої теореми Фалеса в тих пiдручниках,
де ця теорема строго доводиться.

Зауважимо, що наслiдком теореми Пiфагора є формула для довжини вiд-
рiзка, кiнцi якого заданi декартовими координатами. Вiзьмемо довiльнi три
точки A(x1, ax1) , B(x2, ax2) та C(x3, ax3) графiку рiвняння y = ax . Не
обмежуючи загальностi мiркувань, можемо вважати, що x1 < x2 < x3 . Тодi
рiвнiсть AB+BC = AC є тривiальним наслiдком формули довжини вiдрiз-
ку.

Тригонометричнi функцiї гострих кутiв
Нехай маємо два прямокутнi трикутники A1B1C1 та A2B2C2 з прямими

кутами ∠C1 = ∠C2 = 900 та такi, що ∠A1 = ∠A2 .
Сумiстимо точки A1 та A2 цих трикутникiв та зробимо так, щоб точки

C1 та C2 лежали на одному променi. Введемо декартову систему координат
з початком в точцi A = A1 вiссю абсцис, направленою вздовж сторони A1C1

та такою, щоб точки B1 та B2 опинилися в першiй чвертi.
В цьому разi променi AB та A1B1 збiгатимуться. Пряма, котра їх мi-

ститиме, матиме рiвняння y = ax , де число a залежить вiд величини кута
∠A = ∠A1 .

Рисунок 5 виконано для випадку, коли A1C1 < A2C2 . Нехай A1C1 = x1 та
A2C2 = x2 . Тодi можемо знайти координати точок наших двох трикутникiв,
отримавши таке: A1(0, 0) , A2(0, 0) , B1(x1, ax1) , B2(x2, ax2) , C1(x1, 0) та
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C2(x2, 0) .
З формули для довжини вiдрiзка отримуємо довжини сторiн трикутникiв,

а саме A1C1 = x1 , A2C2 = x2 , B1C1 = ax1 , B2C2 = ax2 , A1B1 = x1
√
1 + a2

та A2B2 = x2
√
1 + a2 .

Враховуючи отриманi формули для довжин сторiн трикутникiв, рiвностi
вiдношень, котрi необхiднi для введення тригонометричних функцiй, є оче-
видними.

Подiбнiсть прямокутних трикутникiв
Пiсля введення системи координат та обгрунтувавши коректнiсть вико-

ристання рiвняння прямої, ознаки подiбностi трикутникiв виявляються три-
вiальними твердженнями, котрi випливають з методу координат. Наведемо
цi твердження.

Нагадаємо, що трикутники називаються подiбними, якщо їх вiдповiднi
кути рiвнi, а вiдповiднi сторони пропорцiйнi.

Сформулюємо ознаки подiбностi прямокутних трикутникiв.
1. За двома кутами (якщо два вiдповiднi кути прямокутних трикутникiв

рiвнi, то цi трикутники подiбнi);
2. За двома вiдповiдно пропорцiйними сторонами (якщо двi сторони одного

прямокутного трикутника пропорцiйнi двом вiдповiдним сторонам iншо-
го прямокутного трикутника, то цi прямокутнi трикутними подiбнi).

Перша зi сформульованих ознак подiбностi прямокутних трикутникiв ви-
пливає з мiркувань, цiлком аналогiчних до введення тригонометричних фун-
кцiй. Потрiбно ввести систему координат, сумiстивши два рiвнi гострi кути
в початку координат, розмiстивши прямi кути на однiй з осей координат та
сумiстивши гiпотенузи на одному променi, що виходить з початку координат.
Пiсля цього пропорцiйнiсть вiдповiдних сторiн прямокутних трикутникiв бу-
де випливати з формули довжини вiдрiзка та рiвняння прямої, яка проходить
через початок координат.

Друга ознака подiбностi прямокутних трикутникiв доводиться аналогi-
чно. Нехай у трикутникiв A1B1C1 та A2B2C2 сторони пропорцiйнi та кути
∠C1 та ∠C2 прямi. Так само, як i ранiше, сумiстимо вершини A1 та A2 , роз-
мiстимо вершини C1 та C2 на осi координат, а точки B1 та B2 розмiстимо в
першiй чвертi. Нехай рiвняння прямої A1B1 буде y = ax , а рiвняння прямої
A2B2 буде y = bx . Втiм,

a =
B1C1

A1C1
=

B2C2

A2C2
= b,

звiдки маємо рiвнiсть всiх вiдповiдних кутiв наших трикутникiв.

Випуск №6, 2016 127



Методика викладання математики в ЗОШ та ВНЗ

Подiбнiсть трикутникiв загального вигляду
Питання про подiбнiсть трикутникiв “загального вигляду”, тобто таких,

про якi не дано, що вони є прямокутними, пропонуємо зводити до подiбностi
прямокутних трикутникiв.

Наведемо iдею доведення ознак подiбностi трикутникiв “загального ви-
гляду”.

Подiбнiсть за трьома кутами. Нехай про трикутники A1B1C1 та
A2B2C2 вiдомо, що їх вiдповiдi кути рiвнi. Доведемо пропорцiйнiсть сторiн
цих трикутникiв.

Опустимо висоту найбiльшого кута кожного з цих трикутникiв (див.
рис. 6). Будемо вважати, що найбiльший кут – це кут ∠C1 = ∠C2 . Те, що кут
є найбiльшим означає, що основа висоти буде лежати на сторонi трикутника,
а не на її продовженнi.

З подiбностi прямокутних трикутникiв за трьома кутами маємо, що
△B1C1H1 ∼ △B2C2H2 та △A1C1H1 ∼ △A2C2H2 , звiдки

a1
a2

=
x1
x2

=
h1

h2︸ ︷︷ ︸
△B1C1H1∼△B2C2H2

=
y1
y2

=
b1
b2
.

Тому x1 = h1x2

h2
та y1 = h1y2

h2
, звiдки x1+y1

x2+y2
= h1

h2
, що означає, що вiдповiднi

сторони трикутникiв A1B1C1 та A2B2C2 пропорцiйнi.

Подiбнiсть за кутом та двома пропорцiйними сторонами. Нехай
про трикутники A1B1C1 та A2B2C2 вiдомо, що ∠B1 = ∠B2 та що сторо-
ни кута B1 пропорцiйнi вiдповiдно сторонам кута B2 . Опустимо висоту з
вершини C1 та C2 вiдповiдних трикутникiв на протилежну сторону чи її
продовження.

Трикутники △B1C1H1 ∼ △B2C2H2 подiбнi за трьома кутами. Звiдси, та
з пропорцiйностi сторiн кутiв B1 та B2 вихiдних трикутникiв, отримуємо
такi рiвностi: 

h1

h2
=

x1
x2

=
a1
a2
,

a1
a2

=
x1 + y1
x2 + y2

.

З цих рiвностей маємо, що катети трикутникiв C1H1A1 та C2H2A2 про-
порцiйнi, що означає, що цi трикутники подiбнi.

З подiбностi вiдповiдних пар прямокутних трикутникiв маємо, що вiд-
повiднi кути трикутникiв A1B1C1 та A2B2C2 рiвнi i трикутники подiбнi за
попередньою ознакою.
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a) До доведення часткового випадку
узагальненої теореми Фалеса

Рис. 7:

б) До доведення узагальненої теореми
Фалеса для загального випадку

Рис. 8:

Подiбнiсть за пропорцiйними сторонами. Нехай у трикутникiв
A1B1C1 та A2B2C2 вiдповiднi сторони пропорцiйнi. Доведемо, що вiдповiднi
кути цих трикутникiв рiвнi.

Побудуємо трикутник Ã2B̃2C̃2 , який буде подiбним до трикутника
A1B1C1 з одного боку подiбним до трикутника A1B1C1 , а з iншого – рiв-
ним трикутнику A2B2C2 .

Для цього вiзьмемо довiльнi точки Ã2 та B̃2 , такi щоб Ã2B̃2 = A2B2 та
вiдкладемо в однi пiвплощину вiд прямої Ã2B̃2 променi пiд кутами ∠A1 та
∠B1 . Отримаємо точку перетину, котру позначимо C̃2 .

Трикутник Ã2B̃2C̃2 подiбний трикутнику A1B1C1 за трьома кутами,
звiдки маємо, що вiдповiднi сторони цих трикутникiв пропорцiйнi. З iншо-
го боку, трикутники Ã2B̃2C̃2 та A2B2C2 рiвнi за трьома сторонами, оскiльки
Ã2B̃2 = A2B2 за побудовою i вiдповiднi сторони цих трикутникiв пропорцiйнi
сторонами трикутника A1B1C1 .

Доведення узагальненої теореми Фалеса
Покажемо як, користуючись лише теоремою Пiфагора, можна довести

узагальнену теорему Фалеса.
Використаємо рис. 7, де малими латинськими буквами a, b, c, d позна-

чено, вiдповiдно, вiдрiзки AD = HF , DC , HB та AH = DF . Почнемо
з випадку, коли прямi BA та FD , якi перетинають сторони кута ∠BCA ,
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перпендикулярнi до однiєї з його сторiн, на малюнку – до сторони AC .
Якщо, користуючись теоремою Пiфагора, виразимо через катети FC з

прямокутного трикутника DFC , FB з прямокутного трикутника HFB та
BC з прямокутного трикутника ABC , то рiвнiсть

FC + FB = BC

може бути переписана як√
d2 + b2 +

√
a2 + c2 =

√
(a+ b)2 + (d+ c)2.

Пiсля очевидних спрощень ця рiвнiсть набуває вигляду (ad− bc)2 = 0.
Отримана рiвнiсть, очевидно, пiсля повторного застосування теореми Пi-

фагора, рiвносильна узагальненiй теоремi Фалеса:
√
a2 + c2

a
=

√
b2 + d2

b
.

Доведення узагальненої теореми Фалеса без припущення про те, що па-
ралельнi прямi перетинають одну зi сторiн кута пiд прямими кутами.

Скористаємося позначеннями, як на малюнку 8, котрий накреслений для
випадку, коли перпендикуляр з вершини кута до прямих, що його перети-
нають, знаходиться всерединi кута. Для випадку, коли не це так, доведення
цiлком аналогiчне.

Застосувавши узагальнену теорему Фалеса до кута BCH та до кута
HCA маємо рiвностi:

x2
x1

=
h2

h1
=

y2
y1
,

котрi i є формулюванням теореми узагальненої Фалеса.

Висновки
В оглядi пiдручникiв математики за 7-8 класи загальноосвiтнiх шкiл ми

дiйшли до висновку, що виклад алгебри в 7-му класi та геометрiї у 8-му мi-
стить ряд важливих теорем, котрi не доводяться. Так, в курсi алгебри за 7
клас вiдсутнє доведення того, що графiком лiнiйної функцiї є пряма, а в гео-
метрiї 8-го класу на належному рiвнi строгостi на доводиться узагальнена
теорема Фалеса при тому, що вона є основою для доведення теореми Пiфа-
гора, обгрунтування подiбностi трикутникiв та введення тригонометричних
функцiй гострих кутiв.

Причиною такого стану речей, як ми побачили, є те, що автори шкiльних
пiдручникiв математики, включаючи таких «класикiв» як А.М. Колмогоров,
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П.С. Александров, О.В. Погорєлов з одного боку не могли замовчати метод
координат як такий, що потягом столiть отримав свiтове визнання, а з iншо-
го — не вважали за потрiбне використовувати цей метод у всiй його повнотi
i на всю його потужнiсть. Через це метод координат в радянських, а пiзнi-
ше — сучасних українських пiдручниках використовують винятково як засiб
iлюструвати «чисто геометричнi» мiркування.

Ми намагалися переконати читачiв в тому, що використання методу коор-
динат для введення ключових фактiв шкiльної геометрiї робить її на багато
простiшою для iнтуїтивного розумiння. Втiм, для цiлковитого усвiдомлення
цього необхiдна також цiлковита переробка шкiльного курсу алгебри та гео-
метрiї в частинi послiдовностi тих понять i тверджень, яких стосується наша
робота – площа, теорема Пiфагора, рiвняння прямої, подiбнiсть.
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On the expediency of studying of Thales’ Theorem in the schol
course of Geometry

We claim that the proper use of the Cartesian method admits to simplify a lot
as understanding of the naturalness, as the details of the proof of the important
statements, which in nowadays approach use the Thale’s Theorem: Pythagorean
rule, trigonometric functions of the acute angle, and similarity of triangles.

Keywords: Pythagorean rule, Thale’s Theorem, Cartesian method, similari-
ty of triangles.
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В статье приведено описание опыта реализации технологии «лекция – гипертекст», дока-
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Введение
Сфера профессионального образования находится в постоянном разви-

тии, реагируя на изменения в экономике и обществе. Математические знания
и методы используются при разрешении профессиональных проблем во всех
областях наук и уровнях подготовки специалистов, поэтому курс математики
введен в стандарты практически всех специальностей начального, среднего и
высшего образования. При этом математическое образование, предполагаю-
щее развитие личности обучающейся средствами математики, должно иметь
профессиональную направленность.

К сожалению, в настоящее время приходится констатировать тот факт,
что уровень подготовки абитуриентов, поступающих в вузы разного профиля,
а, соответственно, и уровень подготовки студентов, является очень низким.
Это подтверждают как преподаватели вузов и колледжей, так и школьные
учителя. Причинами этого является, по моему мнению, усложненное изложе-
ние математики в школе и отсутствие познавательного интереса школьников
к изучению этой дисциплины.

Когда же абитуриент поступает в ВУЗ, особенно технический, он стано-
вится заложником ситуации: с одной стороны ему нужно владеть определен-
ным математическим аппаратом для изучения специальных дисциплин, а с
другой стороны, у него нет ни сил, ни желания для досконального изучения
математики.

c⃝Карпенко Л.Н., 2016
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Возникает проблема: каким образом можно организовать обучение ма-
тематике в колледже, чтобы студент за короткий промежуток времени смог
овладеть нужным ему математическим аппаратом для дальнейшего изучения
специальных дисциплин? Какие методические приемы, средства и техноло-
гии обучения могут заинтересовать студента в изучении этой сложной, но
нужной для технического образования дисциплины?

В современной методической литературе предлагается довольно много
способов решения указанной проблемы, однако многие из них далеки от прак-
тики, требуют закупки дорогостоящего оборудования (компьютерной техни-
ки) или затратные по временным параметрам. Поэтому основными критери-
ями поиска эффективной технологии математической подготовки студентов
колледжа стали:

— отсутствие требований к наличию дополнительного оборудования;
— реальные временные рамки, отвечающие времени изучения курса в

колледже;
— возможность организации работы со студентами разного уровня на-

чальной математической подготовки;
— максимальная активизация самостоятельной познавательной деятель-

ности каждого студента в условиях аудиторной работы.
Подходящей под эти требования технологией является технология, кото-

рая называется «лекция – гипертекст». Данная технология была разработана
специалистами Костромского областного института повышения квалифика-
ции работников образования под руководством Шереметовой Г.П. [1] и апро-
бирована в школах Костромской области.

Проблему, стоящую во главе описываемого эксперимента можно кон-
кретизировать следующим образом: является ли технология «лекция – ги-
пертекст» эффективным методом работы со студентами, имеющими разный
начальный уровень математической подготовки, способным максимально ак-
тивизировать их самостоятельную познавательную деятельность в условиях
аудиторной работы?

Решение обозначенной проблемы определило суть опыта работы по дан-
ной технологии.

Основная часть
Большинство текстов в учебниках являются для студента «сверх» тек-

стами: они сложны, малопонятны и далеки от личных интересов. При таких
обстоятельствах почти невозможно долгосрочное запоминание и осознанное
понимание материала параграфа без специально организованной учебной де-
ятельности.
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Гипертекст — это текст, сжатый по объемам, который несет в себе огром-
ный объем информации, включает научные понятия, сложен для самостоя-
тельного изучения. Исследования показали, что технологию «лекция – ги-
пертекст» эффективно можно использовать на занятиях по изучению нового
материала и первичного закрепления в целях восприятия и осознания мате-
риала (формирование репродуктивных знаний).

Алгоритм работы с гипертекстом может быть следующим:
1. Организация деятельности. На первом этапе преподаватель ставит

или формулирует вместе со студентами тему и цель изучения темы, предъ-
являет тексты для работы на занятии.

2. Озвучивание гипертекста. На этом этапе преподаватель озвучива-
ет гипертекст, а студенты следят за его монологом по своим материалам,
возможно, делают какие-то заметки. Важно, чтобы речь преподавателя мак-
симально совпадала с текстом на столах студентов, содержала те же термины,
формулировки и последовательность изложения, так как в этот момент на ос-
нове зрительного и слухового восприятия создаются условия для первичного
запоминания информации.

3. Структурирование гипертекста. Преподаватель даёт задание разде-
лить текст на части, найти границу между ними, выделить главные мысли
и дать названия разделам. В результате многократного просмотра текста и
проговора студенты продолжают механически запоминать текст и начинают
понимать логику изложения.

4. Групповая работа над вопросами по тексту и простыми заданиями.
Данный этап предполагает: подготовку вопросов и заданий для решения
самими студентами; обмен вопросами в микрогруппах; коррекцию препода-
вателем.

5. Групповая работа над вопросами по тексту и усложненными задани-
ями: выполняются те же действия, что и в пункте 4. [1]

Положительными сторонами использования технологии являются:
1. Экономия учебного времени — новый материал изучается и закрепляется
прямо на занятии.
2. Обеспечение долгосрочного запоминания материала, так как изложение
опирается на различные типы памяти, многообразные приемы повторения,
активную позицию студентов на занятии и учитывает логику процесса по-
знания.
3. Создание условий для внутренней дифференциации: каждый студент
достигает в усвоении темы собственной точки, которая фиксируется препо-
давателем во время индивидуального проверочного задания.
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Результаты и их обсуждение
Эмпирическое исследование эффективности применения технологии

«лекция – гипертекст» для обучения студентов высшей математике было
организовано на базе двух групп 1М13 и 2М13 одного потока ОСП НАУ Сла-
вянского колледжа национального авиационного университета. Исследование
проводилось в три этапа.

На первом — констатирующем этапе эксперимента были разработаны те-
стовые задания, позволяющие выявить начальный уровень математической
подготовки студентов, проведен первичный мониторинг. Из двух групп по-
тока, одна группа была выбрана в качестве экспериментальной, а вторая —
контрольной.

На втором этапе — формирующем этапе эксперимента — была разра-
ботана система работы по технологии «лекция – гипертекст» по разделу
«Линейная алгебра и аналитическая геометрия».

Разработанная система была внедрена в учебный процесс эксперимен-
тальной группы.

На третьем этапе — контрольном этапе эксперимента — был проведен
повторный мониторинг математической подготовки, сделаны выводы об эф-
фективности проведенной работы.

С целью диагностики уровня математической подготовки были разрабо-
таны разноуровневые тесты, предполагающие дифференциацию содержания
учебных заданий:

— по уровню объема;
— по уровню трудности;
— по уровню творчества
В тесте используются задания трех типов:
— с выбором ответа (часть A ),
— с кратким ответом (часть B ),
— с развернутым ответом (часть C ).
В каждом задании типа A (задания A1–A10 ) предлагается 3 ответа, из

которых только один верный. Задание считается решенным, если тестируе-
мый указал верный ответ.

В заданиях типа B (задания B1–B7 ) требуется записать полученный
в ходе решения ответ. При этом ответом может быть только число. Задание
считается решенным, если тестируемый записал верный ответ.

В заданиях типа C требуется написать текст решения.
По уровню сложности задания теста разделены на три группы (части).
За каждую верно решенную задачу типов A и B студент получает 1 балл.
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Часть C содержит три наиболее сложные задачи. Именно эти задания
дают возможность продемонстрировать высокий уровень математической
подготовки, умение логически мыслить и применять знания в нестандарт-
ных ситуациях.

За решение заданий C тестируемый может получить от 0 до 4 баллов в
зависимости от полноты и правильности решения.

Таким образом, максимальное число баллов, которое можно получить за
верное решение всех заданий, равно 29 (1× 10 + 1× 7 + 3× 4 = 29 )

Тестирование каждого студента оценивается по уровням:
— высокий уровень — выполнено 95%-100% заданий (27,5-29 б.);
— средний уровень — выполнено 60%-94% заданий (17,5-27 б);
— низкий уровень — выполнено до 60% заданий (менее 17,5 б.)
Статистическая обработка полученных результатов проводилась с помо-

щью пакетов Statistica 6.0 и StatPlus 5.9.0.
Результаты диагностики на констатирующем этапе эксперимента показа-

ли, что студенты обоих групп продемонстрировали довольно низкие резуль-
таты: в группе 1М13 средний балл равен: 14, 52 ± 1, 62 , а в группе 2М13
средний балл равен: 11, 70± 1, 72 .

Чтобы подтвердить отсутствие различий в начальном уровне матема-
тических знаний, была проведена проверка гипотезы о равенстве средних.
Алгоритм проведения статистического анализа был следующим:

1. С помощью опции «Проверка на нормальность» вкладки «статисти-
ка» проверялась нормальность распределений в выборках по критериям:
Колмогорова-Смирнова/Лиллифорcа, Шапиро-Уилка, Д’Агостино Асиммет-
рия, Д’Агостино Эксцесс, Д’Агостино общее.

2. С помощью опции F -тест для дисперсии проводилась проверка гипо-
тезы о равенстве дисперсий.

3. Если нормальность подтверждалась по всем параметрам и подтвер-
ждалась гипотеза о равенстве дисперсий, то для проверки гипотезы о равен-
стве средних применялся t -критерий Стюдента, в противном случае были
использованы критерии Колмогорова-Смирнова и Мана-Уитни.

Результаты проверки на нормальность отражены в таблице 1 (ниже).
Поскольку по критерию Шапиро-Уилка нормальность была отклонена, то

дальнейший анализ проводился с помощью непараметрических критериев.
Результаты проверок по критериям приведены в таблице 2 (ниже).
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Табл. 1: Результаты проверки на нормальность на констатирующем этапе ис-
следования

Критерий проверки Контрольная группа Экспериментальная
группа

Критерий Колмогорова-
Смирнова/Лиллифорcа

Никаких подтверждений
против нормальности

Никаких подтверждений
против нормальности

Критерий Шапиро-Уилка Нормальность отклонена Нормальность отклонена
Д’Агостино Асимметрия Нормальность принята Нормальность отклонена
Д’Агостино Эксцесс Нормальность принята Нормальность принята
Д’Агостино общее Нормальность принята Нормальность принята

Табл. 2: Результаты проверки гипотезы о равенстве средних

Тесты Уровень значимости различий
Тест Мана-Уитни 0, 10
Тест Колмогорова-Смирнова 0, 44

Поскольку уровень значимости превышает 0,05 (5%), допустимый в педа-
гогических исследованиях для принятия альтернативной гипотезы о разли-
чии средних, то в данном случае средние следует признать одинаковыми.
В результате был сделан вывод, что на констатирующем этапе достовер-
ной разницы средних при уровне значимости менее 5% в контрольной и
экспериментальной группах получено не было. Это позволило перейти к фор-
мирующему этапу эксперимента.

По результатам эксперимента группа 1М13 была выбрана в качестве экс-
периментальной, а группа 2М13 – контрольной.

На формирующем этапе в учебный процесс экспериментальной группы
1М13 была внедрена технология «лекция – гипертекст». Всего было под-
готовлено 20 гипертекстов с использованием материалов пособий [3], [4] и
соответственно, проведено 20 занятий по линейной алгебре и аналитической
геометрии. При этом контрольная группа 2М13 изучала этот же раздел, но
по традиционной методике.

С целью выявления эффективности проведенной работы, был организо-
ван контрольный эксперимент по той же методике, что и на этапе констати-
рующего эксперимента. Статистическая обработка результатов контрольного
эксперимента проводилась по описанному выше алгоритму.

В результате получено: средний балл в контрольной группе равен
16, 00 ± 1, 45 , а в экспериментальной 22, 77 ± 1, 37 . Значимость полученной
разницы на уровне менее 0, 05 подтверждена с помощью критериев Мана-
Уитни (p = 0, 0054 ) и Колмогорова-Смирнова (p = 0, 0013 ).
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Таким образом, можно сказать, что предлагаемая технология является
эффективным средством повышения качества математического образования,
и может быть рекомендована к внедрению по другим разделам курса.
Рекомендации

В результате проведенной работы по апробации технологии «лекция –
гипертекст» на занятиях по высшей математике в колледже, можно сформу-
лировать ряд рекомендаций методического характера:

1. Предпочтительно в качестве гипертекстов использовать не готовые
тексты учебника, а некоторый составленный преподавателем текст, объемом
не более 1,5 страницы.

2. Гипертекст обязательно должен оставаться у студентов.
3. Работать по данной технологии следует в системе, регулярно.
4. Озвучивание гипертекста преподавателем является обязательным

условием в реализации данной технологии. При озвучивании гипертекста
необходимо придавать ему эмоциональную окраску, давать дополнительные
пояснения, вывод формул, примеры решения задач, что позволит вписать
данный способ проведения в традиционную систему работы преподавателя.
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ДО ПИТАННЯ ПРО ЗАСТОСУВАННЯ
АЛГОРИТМIЧНОГО ПIДХОДУ ПРИ РОЗВ’ЯЗУВАННI

РАЦIОНАЛЬНИХ НЕРIВНОСТЕЙ МЕТОДОМ IНТЕРВАЛIВ

В статтi висвiтлюється авторський досвiд навчання способам розв’язування дробово-
рацiональних нерiвностей на уроках математики в ЗОШ та пiд час формування необхiдних
компетентностей в процесi пiдготовки студентiв фiзико-математичних спецiальностей пе-
дагогiчних ВНЗ та пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв математики. Наведено по-кроковий
алгоритм, iлюстративний приклад з деталiзованими поясненнями та методичнi поради
щодо дидактичного забезпечення в процесi оволодiння запропонованим пiдходом.

Ключовi слова: дробово-рацiональнi нерiвностi, методи розв’язання, алгоритмiч-
ний пiдхiд, метод iнтервалiв.

Вступ
Змiстова лiнiя «Нерiвностi» є невiд’ємною складовою шкiльного курсу

алгебри та початкiв аналiзу. Традицiйно, «легко засвоюваними» для учнiв
нерiвностями є рацiональнi нерiвностi, зокрема лiнiйнi та квадратнi, розв’я-
зування яких методом iнтервалiв в достатнiй мiрi висвiтлено як в дiючих
пiдручниках (напр., [1]–[3]), так i численних навчально-методичних статтях
(напр., [4, 5], [12]–[14], [21]) й посiбниках (напр., [6]–[11], [15]–[19], [22]–[26]).

Однак, власний досвiд роботи з учнями та студентами свiдчить про те,
що останнiм часом певна частина учнiв (та й студентiв) припускає багато
помилок пiд час розв’язування нерiвностей, зокрема при застосуваннi методу
iнтервалiв. Останнє пiдтверджує й сумна статистика (останнiх рокiв) щодо
результатiв виконання учнями вiдповiдних завдань пiд час ДПА та ЗНО.

Крiм того, непоодинокими є випадки, коли навiть сумлiнний учень (сту-
дент), розв’язуючи квадратну нерiвнiсть у графiчний спосiб («за допомогою
параболи»), усвiдомлює його як єдиний можливий.

Звiсно ж, що такий стан справ не може не викликати занепокоєння.

c⃝Кадубовський О.А., Беседiн Б.Б., Сторожилова Н.В., 2016
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На нашу думку, причини сумної статистики (щодо розв’язування рацiо-
нальних нерiвностей методом iнтервалiв) можуть бути пов’язанi з наступним:

по-перше — зi значними обсягами роботи при виконаннi пiдготовчих
необхiдних крокiв та традицiйними помилками через неуважнiсть пiд час
визначення i вiдбору шуканих промiжкiв розв’язку нерiвностi.

по-друге — за лаштунками традицiйного алгоритму до методу iнтер-
валiв залишаються перетворення над самою нерiвнiстю. I як наслiдок —
неусвiдомлення учнями (студентами) сутi та змiсту (необхiдних) виконуваних
перетворень. Зокрема, виконуючи послiдовнiсть перетворень над нерiвнiстю,
далеко не завжди очевидним для багатьох є момент втрати розв’язку чи,
навпаки, виникнення зайвого.

по-третє — незнання та/або ж нерозумiння теоретичних основ «ме-
тоду iнтервалiв» розв’язування нерiвностей, з якими можна ознайомитися,
наприклад, в [18]. (Маємо на увазi властивiсть неперервної функцiї зберiгати
знак на промiжку мiж сусiднiми її нулями).

Оскiльки при атестацiї та тестуваннi важливим фактором є час, витраче-
ний учнем на виконання завдань, то природно й доцiльно було би опанувати
тi прийоми, якi б дозволили цей час заощадити. При розв’язуваннi нерiв-
ностей методом iнтервалiв й з’являється можливiсть значно скоротити час
за рахунок того, що знаходження-визначення знакiв функцiї на кожному з
одержаних iнтервалiв можна здiйснити майже автоматично.

Ще одним аргументом (на нашу думку — найбiльш значущим з усiх)√
на користь особливого статусу теми «дробово-рацiональнi нерiвностi» та√
на користь вибору саме методу iнтервалiв при їх розв’язуваннi

є, так званий, узагальнений метод iнтервалiв розв’язування нерiвностей, який
дозволяє за допомогою методу замiни множникiв «звести» майже будь-яку
нерiвнiсть зi шкiльного курсу математики (за винятком, можливо, тригоно-
метричних) до розв’язування вiдповiдної дробово-рацiональної нерiвностi.

Маємо своїм приємним обов’язком вiдзначити та повiдомити, що зазначе-
ний метод замiни множникiв, як один з ефективних способiв розв’язування
цiлого класу нерiвностей (шкiльного курсу математики), було фундаменталь-
но i достатньо детально описано В.I. Голубєвим та В.I. Тарасовим ще у 1992 р.
в роботi [9], та пiзнiше у 2007 р. в роботах [10], [18], [27] та iнших. Проте му-
симо визнати й прикро констатувати, що для бiльшостi учнiв та вчителiв цей
метод залишається невiдомим.

Метою ж самої статтi є виклад основних методичних рекомендацiй щодо
опанування методом iнтервалiв розв’язання рацiональних нерiвностей.
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Вирiшенню, принаймнi частково, зазначених проблем й присвячено да-
ну статтю, яку можна вважати логiчним продовженням матерiалу (самого
деталiзованого алгоритму), наведеного в [20] (C. 38–41).

Маючи на метi саме цiлiсний виклад матерiалу, який допоможе при ком-
плекснiй пiдготовцi випускникiв до ДПА та ЗНО, в першiй та другiй частинi
статтi авторами цiлком свiдомо наведено «загальновiдомий теоретичний мi-
нiмум», засвоєння та розумiння сутi якого є необхiдною складовою при фор-
муваннi не лише вiдповiдних навичок, а й компетенцiй взагалi.

1. Основнi поняття та визначення
1. Якщо два рацiональнi вирази зi змiнною сполучити одним iз знакiв

«>», «<», «>», «6», то одержуємо нерiвнiсть зi змiнною. У загальному
виглядi нерiвнiсть з однiєю змiнною x (наприклад, для випадку «бiльше»)
записують так: f(x) > g(x) .

2. Розв’язком нерiвностi з однiєю змiнною називають таке значення змiн-
ної, яке перетворює її в правильну числову нерiвнiсть. Усi розв’язки нерiвно-
стi утворюють множину розв’язкiв нерiвностi.

3. Розв’язати нерiвнiсть означає знайти всi її розв’язки, або ж довести,
що їх не iснує. Якщо нерiвнiсть розв’язкiв не має, то прийнято говорити, що
множиною її розв’язкiв є порожня множина (∅ ). Тому розв’язати нерiвнiсть
означає знайти множину її розв’язкiв.

4. Областю допустимих значень (або ж коротко, ОДЗ) змiнної нерiвностi
називають спiльну область визначення для всiх функцiй, що стоять у лiвiй i
правiй частинах нерiвностi.

5. Нерiвностi називають рiвносильними (або ж еквiвалентними), якщо
множини їх розв’язкiв рiвнi (спiвпадають).

6. Якщо множина розв’язкiв першої нерiвностi є пiдмножиною множини
розв’язкiв другої нерiвностi, то другу називають наслiдком першої нерiвностi.

7. Нехай ∨ — один зi знакiв нерiвностi: «<», «6», «>», «>», а ∧
— (суть) обернений до ∨ знак (тобто, «>», «>», «<», «6» вiдповiдно), а
c = const . Тодi мають мiсце наступнi рiвносильнi перетворення

1. f(x) ∨ g(x) ⇔ f(x)− g(x) ∨ 0 ;
2. f(x) ∨ g(x) ⇔ (f(x))2n−1 ∨ (g(x))2n−1 для будь-якого натурального n ;
3. f(x) ∨ g(x) ⇔ f(x) + c ∨ g(x) + c ;
4. f(x) ∨ g(x) ⇔ c · f(x) ∨ c · g(x) , якщо c > 0 ;
5. f(x) ∨ g(x) ⇔ c · f(x) ∧ c · g(x) , якщо c < 0 .

8. У практичному застосуваннi найбiльш дiєвими при виконаннi пере-
творень є наступнi теореми
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Теорема 1. Якщо обидвi частини нерiвностi помножити або подiлити на
один i той самий вираз, що визначений i є додатним на ОДЗ змiнної (для за-
даної нерiвностi), не змiнюючи знака нерiвностi, то одержимо нерiвнiсть,
рiвносильну заданiй (на ОДЗ заданої нерiвностi).

Теорема 2. Якщо обидвi частини нерiвностi помножити або подiлити на
один i той самий вираз, що визначений i є вiд’ємним на ОДЗ змiнної (для
заданої нерiвностi) i змiнити знак нерiвностi на протилежний, то одер-
жимо нерiвнiсть, рiвносильну заданiй (на ОДЗ заданої нерiвностi).

9. Якщо крiм змiнної та числових коефiцiєнтiв до запису нерiвностi вхо-
дять також буквенi коефiцiєнти — параметри, то при розв’язуваннi можна
користуватися таким орiєнтиром.

«Будь-яку нерiвнiсть з параметрами можна розв’язувати як звичайну не-
рiвнiсть до тих пiр, поки всi перетворення або мiркування, необхiднi для
розв’язування, можна виконати однозначно. Якщо якесь перетворення не
можна виконати однозначно, то розв’язування необхiдно розбити на кiль-
ка випадкiв, щоб у кожному з них вiдповiдь через параметри записувалася
однозначно.» Причому слiд пам’ятати, що вiдповiдь треба записати для всiх
можливих значень параметра.

10. Нагадаємо, що дробово-рацiональною (або ж, коротко, рацiональ-
ною) нерiвнiстю називають нерiвнiсть, яку можна привести до нерiвностi
виду

P (x)

Q(x)
∨ 0, (1)

де P (x) i Q(x) — многочлени з дiйсними коефiцiєнтами.
11. Многочлен виду

Pn(x) = an · xn + an−1 · xn−1 + ...+ a1 · x1 + a0, (2)

де ai ∈ R , an ̸= 0 , n ∈ N називають многочленом n -го степеня, а числовий
множник an — коефiцiєнтом при старшому членi xn многочлена Pn(x) .

12. Многочлен з дiйсними коефiцiєнтами називають незвiдним, якщо
його не можна розкласти у добуток многочленiв менших степенiв з дiйсними
коефiцiєнтами.

Добре вiдомо (див., напр., [333]), що незвiдними многочленами з дiй-
сними коефiцiєнтами можуть бути лише:
1) лiнiйнi (1-го степеня) двочлени ax+ b та
2) квадратичнi (2-го степеня) тричлени ax2+ bx+ c з вiд’ємним дис-
кримiнантом D = b2 − 4ac , зокрема виду ax2 + c , для яких a · c > 0 .
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2. Основна частина
Традицiйний пiдхiд до розв’язування нерiвностей виду (1) полягає у роз-

глядi рiвносильної конструкцiї, а саме
P (x)

Q(x)
< 0 ⇔ P (x) ·Q(x) < 0;

P (x)

Q(x)
6 0 ⇔

{
P (x) ·Q(x) 6 0
Q(x) ̸= 0;

(3)

P (x)

Q(x)
> 0 ⇔ P (x) ·Q(x) > 0;

P (x)

Q(x)
> 0 ⇔

{
P (x) ·Q(x) > 0
Q(x) ̸= 0.

(4)

Слiд зазначити, що при розв’язуваннi нерiвностей виду P (x) · Q(x) ∨ 0
можна використовувати рiвносильнi конструкцiї

P (x)·Q(x) > 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) > 0{
P (x) < 0
Q(x) < 0;

P (x)·Q(x) > 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) > 0{
P (x) 6 0
Q(x) 6 0;

(5)

P (x)·Q(x) < 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) < 0{
P (x) < 0
Q(x) > 0;

P (x)·Q(x) 6 0 ⇔


{

P (x) > 0
Q(x) 6 0{
P (x) 6 0
Q(x) > 0.

(6)

Для розв’язування нерiвностей виду P (x) ∨ 0 доцiльно використовувати
метод iнтервалiв, традицiйний алгоритм якого пропонують в бiльшостi пiдру-
чниках та навчально-методичних посiбниках у наступному виглядi:

1. Знайти ОДЗ змiнної нерiвностi.
2. Знайти нулi P (x) (розв’язати рiвняння P (x) = 0 )
3. Позначити нулi на ОДЗ i знайти знак функцiї (многочлену) P (x) в

кожному з промiжкiв, на якi розбивається ОДЗ.
4. Записати вiдповiдь, ураховуючи знак нерiвностi.
Проте, як вже зазначалося авторами у вступi, цей алгоритм є занадто

формалiзований. I в першу чергу, маємо на увазi формалiзм, пов’язаний iз
знаходженням знакiв функцiї на кожному з одержаних промiжкiв.

Тому авторами нижче пропонується бiльш деталiзований по-кроковий ал-
горитм методу iнтервалiв розв’язування дробово-рацiональних нерiвностей,
основна мета якого — спрямувати не на сам деталiзований алгоритм, а саме
на:

— процес розв’язування нерiвностей з акцентом на рiвносильнiсть необхi-
дних виконуваних перетворень;

— принципову можливiсть швидкого знаходження знакiв функцiї на всiх
одержаних промiжках.
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2.1. Алгоритмiчний пiдхiд до розв’язування дробово-рацiональ-
них нерiвностей методом «iнтервалiв»

1 етап. Знайти «ОДЗ» дробово-рацiональної нерiвностi.
По сутi — вилучити iз множини дiйсних чисел R (з iнтервалу (−∞; +∞) ) усi
«нулi знаменникiв», тобто всi тi значення h1, h2, ...., ht змiнної x , при яких
обертається в нуль хоча б один iз знаменникiв.

Зауваження 1. Прiоритетнiсть саме цього етапу є бiльш нiж виправда-
ною. Для переконання в останньому достатньо розглянути приклад нерiв-

ностi
1

x− 1
+ x 6 2− 1

1− x
, розв’язком якої є x ∈ (−∞; 1) ∪ (1; 2] .

2 етап. Звести вихiдну нерiвнiсть до її «канонiчно-
рiвносильного» виду.
2.1. «Перенести» (з дотриманням вiдповiдного правила) всi члени з правої
частини нерiвностi у лiву її частину. Тобто, привести нерiвнiсть до виду

P1(x)

Q1(x)
+ ...+

Pk(x)

Qk(x)
∨ 0. (7)

2.2. Звести всi доданки у лiвiй частинi нерiвностi до спiльного знаменника.
Тобто, привести нерiвнiсть до нерiвностi виду

P (x)

Q(x)
∨ 0. (8)

2.3. Розкласти чисельник P (x) на незвiднi множники (подати P (x) у ви-
глядi добутку незвiдних многочленiв).
2.4. Розкласти знаменник Q(x) на незвiднi множники.
2.5. Шляхом множення на число (−1)

або обох частин нерiвностi (не забуваючи при цьому знак нерiвностi змi-
нювати на протилежний)

або ж чисельника i знаменника лiвої частини нерiвностi
досягнути того, щоб коефiцiєнт при старшому членi в кожному з нез-
вiдних множникiв-многочленiв був додатнiм.

Зауваження 2. Слiд взяти до уваги, що, наприклад:
незвiднi множники виду (α − x)2n = (x − α)2n , (−3 + 2x) = (2x − 3) ,
(2x2 − x+ 3) не вимагають застосування до них зазначених процедур,

тодi як
незвiднi множники виду (α−x)2n+1 = −(x−α)2n+1 , (−2x+3) = −(2x−3) ,
(−2x2+x−3) = −(2x2−x+3) вимагають обов’язкове застосування до них
зазначених процедур.
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2.6. Кожен з незвiдних множникiв виду (ax+ b)n (пiсля кроку 2.5. a > 0 )
привести до стандартного виду an · (x+ b

a)
n .

Зауваження 3. Слiд взяти до уваги, що остаточний розклад на незвiднi
множники передбачає добуток степенiв двочленiв саме з рiзними основами.

2.7. «Позбутися» (вiд додатних та вiд’ємних) числових множникiв в чисель-
нику i знаменнику лiвої частини нерiвностi (наприклад, шляхом дiлення або
множення обох частин нерiвностi на такi числовi множники).

Таким чином, результатом виконання крокiв 2.1.–2.7. буде зведення ви-
хiдної нерiвностi до нерiвностi виду

(x− α1)
m1 · (x− α2)

m2 · ... · (x− αk)
mk · P̃ (x)

(x− β1)n1 · (x− β2)n2 · ... · (x− βl)nl · Q̃(x)
∨ 0, (9)

де α1, α2, ..., αk — (рiзнi) нулi чисельника; β1, β2, ..., βl — нулi знаменника;
P̃ (x) ( Q̃(x) ) — позначення для добутку (зокрема однократного) незвiдних
множникiв 2-го степеня (за умов наявностi таких в розкладах P (x) i Q(x) ).
2.8. Бiльше того, завдяки виконанню кроку 2.5., кожен з добуткiв P̃ (x) i
Q̃(x) при будь-яких дiйсних x (зокрема з ОДЗ вихiдної нерiвностi) приймає
виключно додатнi значення (а тому взагалi не впливає на знак лiвої частини
нерiвностi). Таким чином нерiвнiсть (9) є рiвносильною нерiвностi

f(x) ∨ 0, де (10)

f(x) =
(x− α1)

m1 · (x− α2)
m2 · ... · (x− αk)

mk

(x− β1)n1 · (x− β2)n2 · ... · (x− βl)nl
, (11)

яку i будемо називати «канонiчним» видом вихiдної нерiвностi.

Зауваження 4. В загальному випадку множина B = {β1, ..., βl} є пiдмно-
жиною множини H = {h1, ..., ht} . Якщо ж множини B i H спiвпадають,
то нерiвнiсть (10) є рiвносильною вихiднiй нерiвностi. Таким чином, у ви-
падку B  H вихiдна нерiвнiсть є рiвносильною системi{

f(x) ∨ 0,
x /∈ H \B.

3 етап. Виокремлення «подвiйних точок».
Пiд «подвiйною точкою» слiд розумiти таке значення змiнної x , для

якого виконується одна з трьох умов:
3.1) воно є нулем лише чисельника або лише знаменника, а показник сте-
пеня вiдповiдного двочлена є парним числом — подвiйна точка «першого»
типу ;
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3.2) воно є нулем i чисельника i знаменника, а сума показникiв степенiв
вiдповiдних двочленiв є парним числом — подвiйна точка «другого» типу ;
3.3) воно належить множинi H , але не належить множинi B — подвiйна
точка «третього» типу.

Зауваження 5. Кожна «подвiйна точка» p0 характеризується тим, що
вона є одночасно кiнцевою та початковою точкою двох «сусiднiх» iнтерва-
лiв знакосталостi функцiї f(x) .

4 етап. Визначення знакiв f(x) на iнтервалах координатної осi.
4.1. На координатнiй прямiй незалежно вiд знаку нерiвностi «виколюємо»
точки з координатами h1, h2, ...., ht — нулi знаменникiв вихiдної нерiвностi.
4.2. На тiй самiй координатнiй прямiй залежно вiд знаку нерiвностi «ви-
колюємо» (якщо знак нерiвностi строгий) або «замальовуємо» (у випадку не
строгого знаку нерiвностi) точки з координатами α1, α2, ...., αk — нулi чисель-
ника. Причому, якщо нуль чисельника спiвпадає iз вже виколотим на кроцi
4.1. нулем, то такий нуль не може бути замальованим.
4.3. Серед точок, вiдмiчених на координатнiй прямiй, помiтити тi, якi є
«подвiйними точками».
4.4. Завдяки крокам 2.5.–2.7. функцiя f(x) на крайньому правому про-
мiжку координатної осi (OX ) завжди приймає додатнi значення. Тому цей
iнтервал завжди помiчаємо позначкою «+».

На iнших iнтервалах координатної осi розстановку позначок «+» або
«−» доцiльно здiйснити рухаючись вiд правого крайнього iнтервалу лiво-
руч (до −∞ ) змiнюючи позначки на альтернативнi за винятком випадкiв
переходу через подвiйнi точки. При переходi через кожну з подвiйних точок
(рухаючись справа-налiво) позначка не змiнюється.

5 етап. Запис шуканого розв’язку вихiдної нерiвностi.
Якщо знак нерiвностi (10) «>», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання

вiдкритих iнтервалiв, на яких стоїть позначка «+»;
якщо знак нерiвностi (10) «>», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання

iнтервалiв, на яких стоїть позначка «+» включивши кiнцi, яким вiдповiд-
ають замальованi точки та замальованi точки, що не увiйшли у вiдмiченi
промiжки;

якщо знак нерiвностi (10) «<», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання
вiдкритих iнтервалiв, на яких стоїть позначка «−»;

якщо знак нерiвностi (10) «6», то у вiдповiдь слiд записати об’єднання
iнтервалiв, на яких стоїть позначка «−» включивши кiнцi, яким вiдповiд-
ають замальованi точки та замальованi точки, що не увiйшли у вiдмiченi
промiжки.
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2.2. Iлюстративний приклад
Розв’язати нерiвнiсть

1

x− 3
+
(x− 3)x7(x− 2)4(10 + 2x)3(−x2 + 6x− 10)(2x− 3)4

(x4 − 4x2 + 5)(x+ 5)5(6− 3x)(4− x)6(x4 − 1)
> − 1

3− x
. (12)

1 етап. Знайдемо ОДЗ:

x− 3 ̸= 0
x4 − 4x2 + 5 ̸= 0
x+ 5 ̸= 0
6− 3x ̸= 0
4− x ̸= 0
x4 − 1 ̸= 0

⇒



x ̸= 3
(x2 − 2)2 ̸= −1
x ̸= −5
x ̸= 2
x ̸= 4
(x2 + 1)(x− 1)(x+ 1) ̸= 0

⇒



x ̸= 3
x ̸= −5
x ̸= 2
x ̸= 4
x ̸= 1
x ̸= −1

Звiдки x ∈ R\{−5;−1; 1; 2; 3; 4} .
2 етап. Приведемо дану нерiвнiсть до її «канонiчного» виду:

2.1. Пiсля перенесення членiв нерiвностi з правої у лiву її частину одержимо
1

x− 3
+

(x− 3)x7(x− 2)4(10 + 2x)3(−x2 + 6x− 10)(2x− 3)4

(x4 − 4x2 + 5)(x+ 5)5(6− 3x)(4− x)6(x4 − 1)
+

1

3− x
> 0 ;

2.2. У зведеннi доданкiв лiвої частини нерiвностi

(x− 3)x7(x− 2)4(10 + 2x)3(−x2 + 6x− 10)(2x− 3)4

(x4 − 4x2 + 5)(x+ 5)5(6− 3x)(4− x)6(x4 − 1)
> 0 (13)

до спiльного знаменника не має потреби;
2.3. Розкладемо чисельник у добуток незвiдних множникiв:

2.3.1. Оскiльки дискримiнант квадратичного тричлена −x2 + 6x − 10
становить D = 62 − 4 · (−1) · (−10) = 36− 40 = −4 i є вiд’ємним, то квадра-
тичний тричлен є незвiдним. I тому чисельник лiвої частини нерiвностi (13)
вже розкладено у добуток незвiдних множникiв.
2.4. Розкладемо знаменник у добуток незвiдних множникiв:

2.4.1. (x4 − 1) = (x2 − 1)(x2 + 1) = (x2 + 1)(x− 1)(x+ 1) ;
2.4.2. (x4−4x2+5) = (x2−

√
2
√
5 + 4 ·x+

√
5)(x2+

√
2
√
5 + 4 ·x+

√
5)

Не важко перевiрити, що кожен iз одержаних квадратичних тричленiв має
вiд’ємний дискримiнант, i тому вони є незвiдними. А наведений розклад мож-
на одержати, наприклад, за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв.

Зауваження 6. Крок 2.4.2 далеко не завжди є доречним. Бiльш доцiльним
є розгляд (x4 − 4x2 + 5) як многочлена P1(x) = x4 − 4x2 + 5 , який при
всiх дiйсних x набуває додатних значень. Пояснимо останнє: якщо ввести
замiну x2 = t i розглянути квадратичну функцiю f(t) = t2−4t+5 , то через
вiд’ємнiсть дискримiнанта та додатнiсть коефiцiєнта при старшому її
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членi ця функцiя набуває додатних значень при всiх дiйсних t , зокрема при
невiд’ємних t = x2 .

2.5.–2.6. Досягнемо того, щоб коефiцiєнт при старшому членi в кожному з
незвiдних множникiв-многочленiв був додатнiм:

2.5-6.1. (10 + 2x)3 = 8(x+ 5)3 ;
2.5-6.2. (−x2 + 6x− 10) = −(x2 − 6x+ 10) ;
2.5-6.2. (2x− 3)4 = 16

(
x− 3

2

)4 ;
2.5-6.4. (6− 3x) = −3(x− 2) ;
2.5-6.5. (4− x)6 = (x− 4)6 .

Тому нерiвнiсть (13) набуває вид

− 8 · 16 · (x− 3)x7(x− 2)4(x+ 5)3
(
x− 3

2

)4
−3 · (x+ 5)5(x− 2)(x− 4)6(x− 1)(x+ 1)

· (x2 − 6x+ 10)

(x4 − 4x2 + 5)(x2 + 1)
> 0 (14)

2.7. «Позбавлення» вiд додатних та вiд’ємних числових множникiв

(x− 3)x7(x− 2)4(x+ 5)3
(
x− 3

2

)4
(x+ 5)5(x− 2)(x− 4)6(x− 1)(x+ 1)

· (x2 − 6x+ 10)

(x4 − 4x2 + 5)(x2 + 1)
> 0 (15)

2.8. Запис «канонiчно-рiвносильного» виду вихiдної нерiвностi

(x− 3)x7(x− 2)4(x+ 5)3
(
x− 3

2

)4
(x+ 5)5(x− 2)(x− 4)6(x− 1)(x+ 1)

> 0, x ̸= 3. (16)

3 етап. Виокремлення «подвiйних точок»:
3.1. x1 = 4 , x2 =

3
2 — подвiйнi точки («першого» типу);

3.2. x3 = −5 — подвiйна точка («другого» типу);
3.3. x4 = 3 — подвiйна точка («третього» типу);

4 етап. Визначення знакiв лiвої частини канонiчної нерiвностi (16) на iн-
тервалах координатної осi:

 

 

 

 

1−  1 2  3  4  5−  0  
3

2
 

Рис. 1: до визначення знакiв лiвої частини канонiчної нерiвностi (16) на вiдповiдних
iнтервалах

5 етап. Запис шуканого розв’язку вихiдної нерiвностi:
x ∈ (−∞;−5) ∪ (−5;−1) ∪ [0; 1) ∪ {3

2} ∪ (2; 3) ∪ (3; 4) ∪ (4;+∞) .
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3. Методичнi поради щодо дидактичного забезпечення
Пiд час проведення вiдповiдних урокiв (занять) однiєю з цiлей є:

домогтися засвоєння учнями (студентами) схеми розв’язування рацiональних
нерiвностей з однiєю змiнною методом iнтервалiв;

а одним iз завдань — виробити вмiння виконувати дiї вiдповiдно до
схеми розв’язування рацiональних нерiвностей методом iнтервалiв.

Серед публiкацiй, присвячених дидактичному (супроводу) забезпеченню
теми «Розв’язання нерiвностей методом iнтервалiв», мусимо вiдмiтити статтю
[14], в якiй запропоновано значну кiлькiсть рiзнорiвневих карток-варiантiв з
вiдповiдями, та посiбники [8], [18], [22], [25], [26].

I. Розв’язати нерiвнiсть

1. (a)
1

x− 2
< 0 ; (b)

2

x− 2
6 0 ; (c)

3

x− 2
> 0 ; (d)

4

x− 2
> 0 .

2. (a)
(x+ 1)(x− 2)

x− 3
< 0 ; (b)

(x+ 1)(x− 2)

x− 3
> 0 .

3. (a)
x− 2

2− x
< 0 ; (b)

x− 2

2− x
6 0 ; (c)

x− 2

2− x
> 0 ; (d)

x− 2

2− x
> 0 .

4. (a)
x+ 2

x2
< 0 ; (b)

x+ 2

x2 − 4
> 0 ; (c)

1

x− 2
− x+ 2

x2 + 4
> − 1

2− x
.

5. (a)
(x+ 1)(2− x)

2x− 6
< 0 ;(b)

(x+ 1)(2− x)

6− 2x
> 0 ;(c)

(x+ 1)(2− x)4

6− 2x
> 0 .

6. (a)
1

x2 − 4x+ 5
< 0 ; (b)

2

x4 − 4x2 + 5
6 0 ; (c)

−x8 + 4x4 − 5

x2 + 9
< 0 .

7. (a)
x− 2

x2 − 4x+ 5
< 0 ; (b)

x− 2

x4 − 4x2 + 5
6 0 ; (c)

−x8 + 4x4 − 5

x− 2
< 0 .

8. (a)
4x2 − 4x+ 1

x2 + x− 12
< 0 ; (b)

x2 − 5x+ 6

x2 + 2x− 8
6 0 ; (c)

(x− 1)(x+ 3)3

x2 + 6x+ 9
< 0 .

9. (a)
x3 − x2 + x− 1

x+ 8
6 0 ; (b)

x3 − 3x+ 2

6− x
6 0 .

10. (a)
1

x
6 −x ; (b)

1

x
> −x ; (c)

1

x
6 x ; (d)

1

x
> x .

11. (a)
x+ 5

x+ 3
> 1 ; (b)

3x+ 4

x+ 1
6 2 ; (c)

3

x
6 2

x+ 1
; (d)

3

x− 3
>

1

x+ 2
.
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II. Навести приклад рацiональної нерiвностi, розв’язками якої
була би множина

1. (a) x ∈ R ;

(b) ∅ ;

(c) x = 5 ;

(d) x ∈ {−5; 5} ;

(e) x ∈ (−5; 5) ;

(f) x ∈ (−5; 5] ;

(g) x ∈ [−5; 5) ;

(h) x ∈ [−5; 5] .

2. (a) x ∈ (2;+∞) ;

(b) x ∈ [2; +∞) ;

(c) x ∈ (−∞; 2) ;

(d) x ∈ (2;+∞) ∪ {−2} ;

(e) x ∈ [2; +∞) ∪ {−2} ;

(f) x ∈ (−∞;−2) ∪ {2} .

3. (a) x ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞) ;

(b) x ∈ (−∞;−2] ∪ [2; +∞) ;

(c) x ∈ (−∞;−2) ∪ [2; +∞) ;

(d) x ∈ (−∞;−2] ∪ (2;+∞) ;

(e) x ∈ (−∞;−2) ∪ (2;+∞) ∪ {0} ;

(f) x ∈ (−∞;−2] ∪ [2; +∞) ∪ {0} ;

(g) x ∈ (−∞;−2) ∪ [2; +∞) ∪ {0} ;

(h) x ∈ (−∞;−2] ∪ (2;+∞) ∪ {0} .

III. Для кожного значення параметра a розв’яжiть нерiвнiсть

1. (a)
x− a

x− 1
> 0 ; (b)

x− a

x− 1
> 0 ; (c)

x− 1

x− a
< 0 ; (d)

x− 1

x− a
6 0 .

2. (a)
ax− 2

x− 1
> 0 ; (b)

ax− 2

x− 1
> 0 ; (c)

x− 1

ax+ 2
< 0 ; (d)

x− 1

ax+ 2
6 0 .

3. (a)
ax− 4a+ 5

x− 3
> 0 ;

(b)
(a− 1)x− (2a+ 1)

(a− 1)(x− 3)
> 0 ;

(c)
x+ 2a

(a− 2)(x− 4)
> 0 ;

(d)
x(a+ 3)− 2a

(a+ 3)(x− 3)
6 0 .

4. (a)
(x− a)2

x− 1
> 0 ;(b)

x2 − a2

x− 1
> 0 ; (c)

x− a

(x− 1)2
< 0 ;(d)

x2 − a2

(x− 1)2
6 0 .

5. (a)
(x− 1)(x2 − ax)

x
> 0 ;

(b)
x2 + x(3a− 1)− 3a

x− 1
> 0 ;

(c)
(x− 3)(x+ 4)

(x− a)2
< 0 ;

(d)
x2 − 3x+ 2

x2 + ax
> 0 .

IV. При яких значеннях параметра a друга нерiвнiсть є нас-
лiдком першої нерiвностi

(1)
2a− 10

x2 − a2
> 0 ; (2) −2 6 x 6 2 .
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V. Дано двi нерiвностi

(1) x2 > 4 ; (2) 1 + 2a
x−a > 0 .

При яких значеннях параметра a :
– нерiвностi (1) i (2) є рiвносильними?
– нерiвнiсть (1) є наслiдком нерiвностi (2)?
– нерiвнiсть (2) є наслiдком нерiвностi (1)?

VI. Доцiльно розглянути й приклади нерiвносильних перетворень, ко-
ли перетворення призводять до появи зайвих розв’язкiв нерiвностi, або ж
втрати розв’язкiв нерiвностi.

Зауважимо, що наведена вище система задач, звiсно ж, носить орiєнтовно-
суб’єктивний характер та не претендує на роль взiрця та загальне визнання.

Прикiнцевi висновки та зауваження
Не можна не погодитися з авторами роботи [17], якi стверджують, що

нерiвностi (так само як i рiвняння) необхiдно розглядати цiлiсно та з єдиної
точки зору, єдиної позицiї — процесу розв’язування нерiвностей, як процесу
їх послiдовних перетворень. Теж вважаємо, що саме такий пiдхiд дозволить
iнтегрувати всi типи нерiвностей в єдину сукупнiсть та допоможе:

з одного боку — сформувати в учнiв (студентiв) необхiднi навички, а
з iншого боку — сформувати уявлення не лише про iснуючi проблеми, а

й про принциповi можливостi розв’язування нерiвностей.
Цiлком також погоджуємося i з авторами [18], якi зазначають, що «...

розв’язувати всi нерiвностi методом iнтервалiв i тим бiльше методом замi-
ни множникiв зовсiм не обов’язково. У той же час метод iнтервалiв досить
унiверсальний, а метод замiни множникiв дозволяє звести складнi нерiвностi
до рацiональних ... .»

Пiдводячи пiдсумки, можна констатувати, що:
1) i метод iнтервалiв, i узагальнений метод iнтервалiв є застосовними до
нерiвностей, права частина яких дорiвнює нулевi, а лiва частина — добуток,
або ж частка декiлькох алгебраїчних множникiв;
2) зазначений у вступi узагальнений метод iнтервалiв (за допомогою замi-
ни множникiв) заснований на (так званiй) рацiоналiзацiї нерiвностi, суть якої
полягає у замiнi множникiв бiльш простими, якi мають такi самi промiжки
знакосталостi (що й вихiднi множники) [10], [18], [27];
3) особливiстю цього методу є принципова можливiсть зведення iррацiо-
нальних, логарифмiчних та показникових нерiвностей до рiвносильної рацiо-
нальної нерiвностi, яку не важко розв’язати методом iнтервалiв.
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4) проте слiд вiдмiтити, що узагальнений метод iнтервалiв може спричинити
й прикрi неприємностi (наприклад: буває складним знайти «пробну» точку,
або ж при з’ясуваннi знаку складної функцiї в «пробнiй» точцi обчислення
можуть виявитися громiздкими та в результатi арифметичної помилки знак
може виявитися невiрним).

З урахуванням зазначеного, мусимо зiзнатися, що супровiдною метою
представленої статтi є пропаганда саме цього (на превеликий жаль мало-
вiдомого) методу.

Вважаємо, що ключову роль вiдiграє помiркована методична та дидакти-
чна доповнюванiсть зазначених аспектiв, що в свою чергу поглибить знання
учнiв, розширить їх кругозiр, буде спонукати до творчостi навiть при розв’я-
зуваннi типових нерiвностей. Особливу увагу при цьому слiд придiляти зада-
чам з параметром. Бо розв’язування нерiвностей (рiвнянь) з параметрами вiд-
криває перед учнем (студентом) значне число евристичних прийомiв загаль-
ного характеру, цiнних для математичного розвитку дослiдникiв-початкiвцiв.

Гадаємо, що наведений матерiал допоможе випускникам старших класiв
пiд час комплексної пiдготовки до державної пiдсумкової атестацiї та зовнiш-
нього незалежного оцiнювання.

Також маємо надiю, що наведений матерiал допоможе молодим вчите-
лям математики пiд час цiлiсного усвiдомлення змiстової лiнiї «Нерiвностi»
в шкiльному курсi математики та може бути використаний (принаймнi фра-
гментарно) пiд час проведення курсiв пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв ма-
тематики.
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Donbas State Teachers’ Training University, Slovians’k, Ukraine.

To the question about the application of algorithmic approach while
solving of shot-rational inequalities with the method of intervals

In the article the authorial experience of teaching the decision methods of
shot-rational inequalities at the mathematics lessons at school and during the
forming of necessary competencies during the process of preparation of students
of mathematical specialities of pedagogical institutions of higher education and
in-plant training of teachers of mathematics is considered. An incremental algori-
thm, an illustrative example with detailed explanations and methodical advices
concerning the didactic providing during the process of mastering the offered
approach are brought.

Keywords: shot-rational inequities, method of intervals, methods of solving,
algorithmic approach.
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МЕТОДИКА
ПРОВЕДЕННЯ КОНТРОЛЮ ЗНАНЬ УЧНIВ

НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Стаття присвячена проблемi проведення контролю знань учнiв на уроках математики,
пошуку шляхiв вдосконалення даного методу перевiрки знань i складанню методичних
рекомендацiй щодо покращення ефективностi проведення контролю знань учнiв на уроках
математики.

Ключовi слова: контроль, методика, перевiрка, дiагностика, математика.

Вступ
Пiд поняттям «контроль» розумiють виявлення, вимiр i оцiнку результа-

тiв навчально-пiзнавальної дiяльностi тих, хто навчається. Процедуру вияв-
лення i вимiру називають перевiркою, яка є складним компонентом контро-
лю.

Проблемою контролю i оцiнки знань займалися такi вченi як Ю.К. Бабан-
ський, А.А. Кузнєцов, Д.Ш. Матрос, Р.Н. Скобелєв, Н.Ф. Тализiна та iн. [4,6]
Були розглянутi деякi можливi шляхи подолання недолiкiв позначки таки-
ми дослiдниками як Ф.Р. Iльїн, А.Н. Майоров, I.В. Сарро, А.В. Попович та
iн. [5,7]

Основною функцiєю контролю є забезпечення зворотного зв’язку мiж
учителем i учнем, одержання учителем об’єктивної iнформацiї про ступiнь
засвоєння навчального матерiалу, своєчасне виявлення недолiкiв i прогалин
у знаннях.

Ефективнiсть контролю залежить вiд його органiзацiї: часу проведення
контрольних занять, їх частоти i послiдовностi, характеру i форм самостiйної
роботи учнiв; використання дидактичних i технiчних засобiв навчання; поєд-
нання методiв контролю i самоконтролю; фiксування i оформлення даних
контролю процесу навчання.

c⃝Беседiн Б.Б., Слюсар В.I., 2016
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Науковою проблемою статтi є виявлення принципiв контролю знань та
надання методичних рекомендацiй з проведення контролю знань учнiв на
уроках математики.

Основна частина
Дослiджуючи досить широкий спектр форм i методiв контролю знань

учнiв на уроках математики, виявляємо, що у кожного з методiв iснують
свої недолiки i переваги. Тому немає унiверсального метода, використання
якого забезпечує найбiльш повну i змiстовну, систематичну i оперативну iн-
формацiю про хiд навчального процесу i його результативнiсть. Також слiд
зазначити, що ефективнiсть контролю забезпечується дотриманням певних
вимог.

Контроль знань учнiв має носити iндивiдуальний характер, тобто обов’яз-
ковим є виявлення рiвня знань кожного учня, його успiхiв чи невдач; знання
рiвня самостiйностi учня в пiзнавальному процесi, характеру труднощiв, як
вiн їх долає i якої допомоги потребує; особлива увага до учнiв з фiзичними
вадами; вмiле формулювання запитань, використання додаткових запитань
при опитуваннi слабких учнiв та iн. Iндивiдуальний пiдхiд до учнiв полягає не
в пiдвищеннi чи заниженнi до них вимог, а в умiннi зважати на їх особливостi
i допомогти їм успiшнiше виконувати поставленнi перед ними завдання.

Потрiбно проводити фiксацiю письмової перевiрки, що дає можливiсть
показати кожному учню (i його батькам) результати навчання, визначити рi-
вень засвоєння навчального матерiалу, прогалини в знаннях i намiтити заходи
щодо їх усунення.

З огляду на психологiчнi i фiзiологiчнi особливостi деяких дiтей застосу-
вання певних методiв контролю не дає бажаних результатiв: усна перевiрка
дає змогу бiльш смiливим учням дiстати вищiй бал, нiж тим, хто знає але
не вмiє впевнено висловлювати свої думки; велике значення має письмове
опитування для учнiв, якi мають дефекти мови, дуже хвилюються при уснiй
вiдповiдi.

Контроль має бути систематичним, що привчає учнiв систематично вико-
нувати уроки, при цьому в класi створюється вiдповiдний морально - пси-
хологiчний клiмат, коли «не знати — соромно». Необхiдним є проведення
систематичних письмових опитувань за допомогою самостiйних мiнi-завдань,
розробка системи усних опитувань, за якої оцiнки виставляють i учням, якi
доповнювали вiдповiдi iнших, були активними на уроцi; придiлення особливої
уваги слабким учням, спонукання їх до пiзнавальної дiяльностi.
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Вiдсутнiсть системи у опитуваннi учнiв призводить до того, що вони вчать
матерiал тiльки тодi, коли вiдчувають, що їх можуть викликати. Щоб запо-
бiгти цьому, треба добре продумати систему контролю знань учнiв.

Проводячи перевiрку треба урiзноманiтнювати форми i методи контро-
лю знань учнiв, тобто в процесi навчання комплексно використовувати рiзнi
форми, методи i засоби контролювання, перевiрки i оцiнювання, що вилучає
унiверсальнiсть окремих методiв i засобiв дiагностування.

Пiд час проведення контролюючих заходiв слiд перевiряти та оцiнювати
не тiльки теоретичнi знання, умiння та навички, але i вмiння застосовувати
їх на практицi, а також навички самостiйної роботи учнiв.

Контроль повинен мати тематичне спрямування. Тому здiйснюючи опи-
тування, проводячи контрольнi роботи тощо, вчитель повинен визначити, якi
саме роздiл програми, тема, вид знань, умiнь та навичок учнiв пiдлягають
перевiрцi та оцiнюванню.

Як i в звичайних класах, в класах з поглибленим вивченням математики
учнi мають неоднаковий рiвень знань. Тому вчитель, проводячи контролю-
ючi заходи,повинен диференцiювати завдання, щоб найбiльш повною мiрою
оцiнити рiвень опанування певної теми чи вид дiяльностi.

Для оптимiзацiї контролю успiшностi учнiв необхiдно передбачати мiнi-
мальнi затрати зусиль i часу педагогiв та учнiв для отримання обов’язкових
вiдомостей про стан навчального процесу, що запобiгає переобтяженню їх ви-
користанням зайвих завдань.

Дуже важливо, щоб контроль знань учнiв носив заохочувальний, стиму-
люючий, а не караючий характер. Тому не щоразу контролюючi заходи мають
закiнчуватись оцiнюванням.

Взагалi, не можна до оцiнювання знань i вмiнь учнiв ставитись формаль-
но, слiпо додержуючись загальних рекомендацiй. Щоразу треба дбати про
те, щоб виставленi учням оцiнки справдi були стимулом у навчаннi, а не вiд-
бивали в учнiв бажання вчитись.
Висновки

Безумовно, роль контролю знань учнiв в навчально-виховному процесi
важко переоцiнити, особливо в класах з поглибленим вивченням математики.
Оскiльки, у учнiв в цих класах здебiльшого присутня внутрiшня мотивацiя
при вивченнi математики, то контролюючi завдання можуть мати нестан-
дартну форму. Ця складова роботи вчителя вимагає певних зусиль, часу
та майстерностi. Форми, методи, стиль проведення контролю є показником
компетентностi вчителя. Органiзований належним чином контроль може по-
зитивно впливати як на хiд, так i на результати процесу навчання.
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СИСТЕМАТИЗАЦIЯ ЗНАНЬ УЧНIВ ПРИ ВИВЧЕННI
РIВНЯНЬ ТА НЕРIВНОСТЕЙ

Стаття присвячена проблемi узагальнення та систематизацiї знань учнiв з курсу алге-
бри при вивченнi рiвнянь та нерiвностей, необхiдностi узагальнення та систематизацiї в
процесi навчання математики та розробцi методичних рекомендацiй щодо вирiшення цiєї
проблеми.

Ключовi слова: узагальнення, систематизацiя, рiвняння, нерiвностi.

Вступ
На сучасному етапi життя наша держава реформує всi його сфери. Не

обминув цей процес i школу. Одним iз важливих напрямкiв реформування
освiтнiх закладiв є гуманiзацiя процесу навчання, серед засобiв досягнення
якого є свiдоме засвоєння учнями знань.

Результатом систематизованих знань являється розвиток логiчного ми-
слення, а саме: вмiння вiльно володiти такими важливими операцiями та
категорiями, як аналiз та синтез, абстрагування та конкретизацiя, iндукцiя
та дедукцiя, порiвняння та узагальнення тощо. А це в свою чергу є однiєю
iз важливих задач математики. Так як систематизацiя займає важливе мi-
сце у навчаннi, розвитку мислення та пам’ятi, то на уроках математики їй
вiдводиться значна роль.

Вперше задача формування в учнiв системи наукових знань, а не частко-
вих, iзольованих представлень була чiтко сформульована в кiнцi 30-х рокiв,
коли серед принципiв навчання з’явився принцип систематичностi та послi-
довностi. Проблема зведення знань до системи турбувала I.Я. Лернера, В.О.
Онищука, а також В.П. Iржавцеву, Т. М. Хмару та iн.[2, 3, 4, 5]

Змiстовно-методична лiнiя рiвнянь, нерiвностей та їх систем є однiєю з
провiдних складових шкiльного курсу математики. У курсi алгебри увага
придiляється методам розв’язання рiзноманiтних рiвнянь, їх дослiдженню.
Також рiвняння посiдають важливу роль у рiзних сферах застосування ма-
тематики, у реалiзацiї її прикладної спрямованостi.

c⃝Беседiн Б.Б., Щенсневич Ю.Ю., 2016
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Тому, науковою проблемою статтi є виявлення та обґрунтування мо-
жливостi подальшого вдосконалення методики систематизацiї знань учнiв
при вивченi рiвнянь та нерiвностей.

Основна частина
На основi аналiзу психолого-педагогiчної лiтератури, пiдручникiв, на-

вчальних програм та досвiду роботи вчителiв нами були сформульованi
основнi положення методики систематизацiї знань учнiв при вивченнi рiв-
нянь та нерiвностей:

1. Систему вправ пiдручникiв доцiльно поповнити питаннями i завданнями
систематизуючого характеру. В дiючих пiдручниках з алгебри мiстяться
вправи на узагальнення, класифiкацiю алгебраїчних понять, пiдведен-
ня частинного пiд загальне i таке iнше, однак на наш погляд таких
вправ недостатньо, тому учням доцiльно пропонувати вправи спрямованi
на узагальнення i конкретизацiю алгебраїчних понять, їх класифiкацiю,
видiлення спiльного i вiдмiнного мiж поняттями i їх властивостями, а
також рiзноманiтнi завдання, розв’язання яких передбачає певну твор-
чу дiяльнiсть. При виконаннi цих вправ учню необхiдно iз усiх засвоєних
ним ранiше алгебраїчних знань вiдiбрати необхiднi для розв’язання да-
ної задачi, вибрати найбiльш зручний спосiб розв’язання, знайти вихiд
iз нестандартної ситуацiї.

2. Систематизацiя знань має вiдбуватися не тiльки на заключному ета-
пi вивчення окремої теми лiнiї «рiвнянь i нерiвностей» у формi урокiв
систематизацiї знань. Така робота має проводитися на рiзних етапах ви-
вчення теми, з метою включення окремих понять, перетворень, методiв
розв’язання рiвнянь i нерiвностей в загальну систему знань. Основу си-
стематизацiї знань учнiв повинне складати створення цiлiсних уявлень
по лiнiї «рiвняння i нерiвностi» з обов’язковим включенням цих знань до
системи знань у цiлому. Необхiдне обговорення з учнями питань, пов’я-
заних з рiвносильнiстю, та знаходженням областi допустимих значень.
Серед вчителiв iснує точка зору, що альтернативою до перевiрки є зна-
ходження областi допустимих значень рiвняння (ОДЗ). Iнколи поняття
ОДЗ пiдмiняється повнiстю або частково поняттям множини розв’язкiв.
Наприклад, при розв’язаннi рiвняння

√
15− 3x = x + 1 ОДЗ знаходи-

ться iз умови

{
15− 3x > 0

x+ 1 > 0
. Очевидно, що друга нерiвнiсть нiякого

вiдношення до ОДЗ немає, по сутi включення цiєї нерiвностi в систему,
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має метою не знаходження тих значень змiнної при яких лiва та права
частина рiвняння має сенс, а тих, при яких воно має розв’язки.

3. Одним iз засобiв систематизацiї знань, пов’язаних з рiвняннями та не-
рiвностями, є завдання з параметрами, бо вони поєднують в собi значну
частину матерiалу по даному курсу та є однiєю iз важливих складових
розвитку логiчного мислення та творчих здiбностей учнiв. За допомогою
вправ з параметрами можна пов’язати разом не тiльки рiвняння, нерiв-
ностi та їх системи, функцiї та їх графiки, але й розв’язання задач, якi
зводяться до складання рiвнянь, нерiвностей чи їх систем з параметром.
У програмi, що зараз є дiючою, рiвняння з параметрами зустрiчаються у
неявному виглядi, в курсi алгебри при вивченнi лiнiйної та квадратичної
функцiї розглядають у загальному виглядi наступнi рiвняння та знахо-
дять їх розв’язки: ax = b та ax2+bx+c = 0 , де a, b та c — деякi числа,
тобто параметри.

4. Пiд час розв’язання рiвнянь також важливо проводити мiркування
функцiонально-графiчного характеру, якi базуються на тих чи iнших
властивостях функцiй.

Так, наприклад, використання властивостi монотонностi дозволяє
розв’язати рiвняння

√
2x+ 5 +

√
x− 1 = 8 усно: функцiя

y =
√
2x+ 5 +

√
x− 1 зростаюча, а y = 8 стала, то їх графiки пе-

ретинаються не бiльше, нiж в однiй точцi, а тому дане рiвняння має не
бiльше одного кореня, який неважко знайти методом пiдбору (x = 10) .
Такi мiркування є особливо доцiльними в умовах тестування, коли учнi
обмеженi в часi i вiд них очiкується тiльки вiдповiдь.

5. Доцiльно формувати в учнiв вмiння здiйснювати всебiчний аналiз рiв-
нянь або нерiвностей з метою оптимального вибору методiв їх розв’яза-
ння. Кожний з розглянутих методiв має як свої переваги, так i недолiки.
Знання про них повиннi бути власнiстю не тiльки вчителя, а й учня.
Учнi мають розумiти, що жоден з методiв не є панацеєю.

Висновки
Систематизацiя знань має вiдбуватися не тiльки на заключному етапi

вивчення окремої теми лiнiї «рiвнянь i нерiвностей» у формi урокiв систе-
матизацiї знань. Така робота має проводитися на рiзних етапах вивчення
теми, з метою включення окремих понять, перетворень, методiв розв’язання
«рiвнянь i нерiвностей» в загальну систему знань
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Беседiн Б.Б., Щенсневич Ю.Ю. Систематизацiя знань учнiв ...

Пiд час розв’язання рiвнянь також важливо проводити мiркування
функцiонально-графiчного характеру, якi базуються на тих чи iнших вла-
стивостях функцiй.
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The systematization of knowledge of pupils in case of study of the
equations and inequalities

The article is devoted to a problem of generalization and systematization of
knowledge of pupils at the rate of algebra during the studying of the equations and
inequalities, need of generalization and systematization in the course of training in
mathematics and development of methodical recommendations about the solution
of this problem.
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